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1 序
本稿で論じるQ-多項式距離正則グラフは、有限古典群の等質空間となる例を数多く含
む非常に豊かな研究対象である。特に、これらのグラフの持つ代数的性質が 1変数 (q-)

超幾何直交多項式の階層であるAskeyスキーム [22, 23]を特徴付けることが 1982年に
Leonard [27]により示されている。この結果を受けて 1984年の坂内–伊藤の本 [3]では、
「Q-多項式距離正則グラフを全て決定する」という大きな目標が提示された。この目標は
現在でもまだ達成されてはいないが、これまでに様々な飛躍的進展があった。これらの成
果を概説した文献としては、[3]に加えて [1, 4, 10]を挙げる。
代数的グラフ理論ではグラフの隣接代数を考察する。これはグラフの隣接行列で生成さ
れる (C上)全行列環の可換部分代数であり、グラフの大域的な性質を反映する。これに
対して Terwilliger [41, 42, 43]は、グラフの各頂点について現在Terwilliger代数と呼ば
れる非可換半単純行列代数を導入した。Q-多項式距離正則グラフの場合には、Terwilliger

代数は隣接行列、及び固定した頂点に応じて定まる「双対隣接行列」により生成され、グ
ラフの局所的構造を良く反映する。また、ここでは詳しくは述べないが、隣接行列と双対
隣接行列は Terwilliger代数の各既約加群上に所謂三重対角対 [19]として作用する。三重
対角対については、アフィン量子代数Uq(ŝl2)の表現論と絡んだ非常に深い理論が構築さ
れており ([18, 20]等を参照)、今後これらの成果をQ-多項式距離正則グラフの構造の研究
に順次応用していくことになる。
非同形なQ-多項式距離正則グラフの組で (構造定数まで込めて)隣接代数が同形となる
ものは、多くの無限系列が存在する。Terwilliger代数は隣接代数より遥かに多くの情報を
含むものの、Terwilliger代数のレベルでも区別できないQ-多項式距離正則グラフの組も
また、二部グラフの場合に無限系列が知られている。Terwilliger代数を一般化した代数と
して、鈴木 [33]は頂点ではなく、各「頂点部分集合」に対する「Terwilliger代数」を導入
した。本稿では、頂点部分集合として適切なものを選ぶことにより、Q-多項式距離正則グ
ラフの (頂点に対する) Terwilliger代数の理論が、三重対角対との関連も含めてほぼその
まま一般化できることを紹介する。

∗本稿の内容は田中利恵氏及び渡邊悠太氏との準備中の論文 [39]に基づく。
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2 Q-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数
本稿を通して、Γ = (X,R)は連結有限単純グラフとする。ここでXは頂点集合、Rは
辺集合であり、各辺はXの 2点部分集合である。隣接した 2頂点間の距離を 1として、X

上に自然に距離 ∂が定まる。グラフの直径Dを

D := max{∂(x, y) : x, y ∈ X}

とし、各頂点 x ∈ Xに対して

Γi(x) := {y ∈ X : ∂(x, y) = i} (0 ⩽ i ⩽ D)

とおく。次の性質を満たす整数 ai, bi, ci (0 ⩽ i ⩽ D)が存在するとき、Γを距離正則グラ
フと呼ぶ：

∂(x, y) = iを満たす全ての x, y ∈ Xについて

|Γi−1(x) ∩ Γ1(y)| = ci, |Γi(x) ∩ Γ1(y)| = ai, |Γi+1(x) ∩ Γ1(y)| = bi

が成り立つ。

これは組合せ的な定義であるが、Xがグラフの自己同型群AutΓの 2点等質空間となって
いるとき、すなわち

∂(x, y) = ∂(x′, y′) ⇐⇒ ∃g ∈ AutΓ s.t. x′ = gx, y′ = gy

が成り立つときには明らかに満たされる (この場合特に距離可移グラフと呼ぶ)。距離正則
グラフは常に正則グラフであり、その次数 kは

k = b0 = |Γ1(x)|

で与えられる。また、次を距離正則グラフ Γの交叉列と呼ぶ：

ι(Γ) := {b0, b1, . . . , bD−1; c1, c2, . . . , cD}

ここで、等式 ai + bi + ci = kによって交叉列から ai達が復元できることに注意する。

例 1. X = {0, 1}D とし、2頂点 x = (x1, . . . , xD), y = (y1, . . . , yD) ∈ X は 1ヶ所だけ異
なっているときに辺で結ばれるとしてグラフ Γを定めると、Γは距離正則グラフとなる。
このグラフを Γ = QD と表し、D次元超立方体と呼ぶ。QD は実際距離可移グラフであ
り、B型Weyl群S2 ≀SDが作用する。また、交叉列は次で与えられる：

ι(QD) = {D, . . . , 2, 1; 1, 2, . . . , D}

なお、QD−1は誘導部分グラフとして自然にQDに埋め込まれることに注意する：

Q1 ↪→ Q2 ↪→ · · · ↪→ QD−1 ↪→ QD ↪→ · · ·

仮定 2. 以後、Γは常に距離正則グラフとする。
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行と列が頂点集合Xで添え字付けされたC上の行列全体の集合 (C-代数)をCX×Xと書
く。Γの第 i距離行列Ai ∈ CX×X を次で定める：

(Ai)x,y =

{
1 if ∂(x, y) = i

0 otherwise
(x, y ∈ X)

特に、A0 = I (単位行列)である。また、A1は Γの通常の隣接行列であり、

A := A1

と略記する。距離正則グラフの定義の代数的な意味は以下の通りである：

A · Ai = bi−1Ai−1 + aiAi + ci+1Ai+1 (0 ⩽ i ⩽ D) (1)

ただしA−1 = AD+1 := 0である。Γの隣接代数を

A := C[A] ⊂ CX×X

と書くことにすると、上の 3項漸化式によりAは部分空間として

A = ⟨A0, A1, . . . , AD⟩

と表される。特に、隣接行列Aは丁度D + 1個の異なる固有値

θ0, θ1, . . . , θD ∈ R

を持つことが分かる。また、基底A0, A1, . . . , ADに関するAの構造定数は交叉列 ι(Γ)に
よって完全に決定されることに注意する。Γの次数 kは常にAの固有値であり、以後常に

θ0 = k

とおく。固有値 θℓに関するAの固有空間への直交射影をEℓ ∈ CX×X と表す。なお、J ∈
CX×Xを全ての成分が 1の行列とすると、E0 = |X|−1Jとなる。これらD+ 1個の直交射
影E0, E1, . . . , EDは隣接代数Aの (中心)原始冪等元である：

A = ⟨E0, E1, . . . , ED⟩

補足 3. Γが距離可移グラフのときは、AはAutΓのX上の置換表現の中心化代数と一致
する。また、この場合置換表現は無重複であり、隣接行列Aの各固有空間はAutΓの既約
表現を提供する。

次の性質を満たす実数 a∗ℓ , b
∗
ℓ , c

∗
ℓ (0 ⩽ ℓ ⩽ D)が存在するとき、Γは順序 {Eℓ}Dℓ=0 (もし

くは {θℓ}Dℓ=0)に関してQ-多項式であるという：

b∗ℓ−1c
∗
ℓ ̸= 0 (1 ⩽ ℓ ⩽ D)かつ

|X|E1 ◦ Eℓ = b∗ℓ−1Eℓ−1 + a∗ℓEℓ + c∗ℓ+1Eℓ+1 (0 ⩽ ℓ ⩽ D) (2)

が成り立つ。ただしE−1 = ED+1 := 0であり、◦は成分ごとの積を表す。
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これは 1973年にDelsarte [11]により導入された極めて重要な概念であり、これによって
Delsarteは符号と組合せデザインを双対的な対象として統一的に議論することに成功した
のである。この「Delsarte理論」の最近の進展に関しては [1, 12, 29]等を参照されたい。
なお、E1 ◦EℓはE1⊗Eℓの主小行列であり、従って半正定値であることから、a∗ℓ , b

∗
ℓ , c

∗
ℓ 達

は全て非負であることが分かる (Krein条件)。

例 4. 超立方体 Γ = QDは降順 θ0 > θ1 > · · · > θDに関してQ-多項式である。

補足 5. 実際QDは、θ0 > θ1 > · · · > θDとしたときに順序 θ0, θD−1, θ2, θD−3, . . . に関して
もQ-多項式となる。一般に、サイクルを除く (すなわち k ⩾ 3となる)距離正則グラフは、
Q-多項式となる固有値の順序を高々二つしか持たないことが知られている [13, 32]。

仮定 6. 以後、Γは常に順序 {Eℓ}Dℓ=0に関してQ-多項式であるとする。

3項漸化式 (1), (2)から二組の 1変数直交多項式系 {fi}Di=0, {f ∗
ℓ }Dℓ=0が得られるが、冒頭

で述べたように次の結果が知られている：

定理 7 (Leonard [27], Bannai–Ito [3]). The fi and the f ∗
ℓ belong to the Askey scheme.

Leonard [27]はパラメータ qが±1と異なる場合を主に考察して Askey schemeの最上位
(4ϕ3)に位置するAskey–Wilson多項式 (もしくは q-Racah多項式)を捉えたが、q = ±1の
場合も含めた極限等の詳細な考察は [3]で成された。q = −1のときの直交多項式 {fi}Di=0,

{f ∗
ℓ }Dℓ=0は現在坂内–伊藤多項式と呼ばれ、Vinetや Zhedanov等により近年活発に研究さ

れている ([16]等を参照)。
次に、Terwilliger代数 [41, 42, 43]の定義を述べる。以下、頂点 x ∈ X を一つ固定し、
第 i双対冪等元E∗

i = E∗
i (x) ∈ CX×X を次で定める：

(E∗
i )y,z =

{
1 if y = z ∈ Γi(x)

0 otherwise
(y, z ∈ X)

頂点 xに関するTerwilliger代数T = T (x)は、隣接行列Aと双対冪等元E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D

で生成されるCX×X の部分代数である：

T := C[A,E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D] ⊂ CX×X

補足 8. Γが距離可移グラフのときは、T はAutΓに於ける xの固定部分群のX上の置換
表現の中心化代数の部分代数である。QDを含むいくつかの主要な無限系列について、こ
れら二つの代数が実際一致することが示されている ([17, 34]等)。

T の定義は距離正則グラフとは限らない一般のグラフに対しても意味をなすが、仮定 2, 6

の下で、さらに双対隣接行列A∗ = A∗(x) ∈ CX×X を導入する：

(A∗)y,z =

{
|X|(E1)x,y if y = z

0 otherwise
(y, z ∈ X)

このとき、次が成り立つ：
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補題 9. The Terwilliger algebra T is generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗].

Proof. 隣接代数AがE0, E1, . . . , E
∗
Dを線形基底に持つことに注意すると、3項漸化式 (2)

より距離行列A0, A1, . . . , AD達は |X|E1の ◦に関する多項式で書けることが分かる。これ
らの行列の等式の第 x列を取り出して対角行列を作ると、E∗

0 , E
∗
1 , . . . , E

∗
DをA∗の (通常の

積に関する)多項式として表す等式になる。

系 10. The matrices A and A∗ act on each irreducible T -module as a tridiagonal pair.

ここで、有限次元ベクトル空間 V = Cn上の対角化可能な線形変換 A,A∗は、以下を満た
す Aの固有空間の順序 {Vℓ}dℓ=0と A∗の固有空間の順序 {V ∗

i }d
∗

i=0が存在するときに三重対
角対と呼ばれる [19]：

V はC[A,A∗]-加群として既約であり、各 0 ⩽ i ⩽ d∗と 0 ⩽ ℓ ⩽ dに対して

AV ∗
i ⊂ V ∗

i−1 + V ∗
i + V ∗

i+1, A∗Vℓ ⊂ Vℓ−1 + Vℓ + Vℓ+1 (3)

が成り立つ。ただし V−1 = Vd+1 = V ∗
−1 = V ∗

d∗+1 := 0である。

系 10では、条件 (3)はもちろん 3項漸化式 (1), (2)から直ちに従うのである。いずれにせ
よ、系 10はQ-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数の定義から直接的に導かれる
ほぼ自明な結果であることを強調したい。
三重対角対の分類はパラメータ qが 1の冪根でない場合には既に完成している [18, 20]。
また、Terwilliger代数の表現論を用いたQ-多項式距離正則グラフの構造の研究もこれま
でに多く成されている。例えば、Q-多項式距離正則二部グラフについては、Caughman [7]

がD ⩾ 12の場合に交叉列を (ほぼ)決定した。この結果は最近Miklavič [30]によりD ⩾ 9

まで拡張されている。また、所謂擬分割グラフの分類がGavrilyuk–Koolen [14]により完
成された。彼らはある種の既約 T -加群に付随するTerwilliger多項式と呼ばれる次数 4

の多項式の性質を巧妙に用いたのであるが、この手法は最近他のクラスのQ-多項式距離
正則グラフに対しても大きな成果を上げている [15]。

3 Q-多項式距離正則二部グラフの辺に関するTerwilliger代
数

前節ではQ-多項式距離正則グラフとそのTerwilliger代数に関する基本的な事項を述べ
た。特に、Q-多項式距離正則二部グラフに関する前述のCaughman [7]の強力な結果は、
これらのグラフのTerwilliger代数の既約加群に関する彼自身の研究 [6]に基づいているが、
一方で [6]を吟味すると、実際Q-多項式距離正則二部グラフについては、既約 T -加群の
標準加群CXに於ける重複度や、現れる三重対角対の型まで込めて、T の構造が完全に交
叉列によって決まってしまうことが分かる。このような特殊な状況になっているからこそ
交叉列の決定が可能となったとも言えるが、このクラスのグラフの分類の完成を目指す上
で、道具が T だけでは足りないことをこの事実は意味している。
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超立方体QDは二部グラフであるが、他の無限系列として、D型の直交群 PGO+
2D(Fq)

の等質空間となる二部双対極グラフと呼ばれる距離可移グラフがある。二部双対極グラフ
と同じ交叉列を持つ例としてHemmeterグラフの系列があるが、これらは距離可移グラ
フではない。Hemmeterグラフ以外に同じ交叉列を持つQ-多項式距離正則二部グラフを
特定することが目下の目標である。

仮定 11. 以後、本節では Γはさらに二部グラフであるとする。

上記の目標に取り組む上で、頂点に関する通常の Terwilliger代数 T = T (x)では二部
双対極グラフと (例えば) Hemmeterグラフを区別できないので、新たな代数を導入する。
辺 e ∈ Rを固定し、

Γi(e) := {y ∈ X : ∂(e, y) = i} (0 ⩽ i ⩽ D − 1)

とおく。ちなみに、Γが二部グラフであることから 3辺の長さが 1, D,Dとなる三角形は存
在しないので、ΓD = ∅である。頂点の場合と同様に、第 i双対冪等元E∗

i = E∗
i (e) ∈ CX×X

を次で定める：

(E∗
i )y,z =

{
1 if y = z ∈ Γi(e)

0 otherwise
(y, z ∈ X)

辺 eに関するTerwilliger代数 T = T (e)は、隣接行列Aと双対冪等元E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D−1

で生成されるCX×X の部分代数である：

T := C[A,E∗
0 , E

∗
1 , . . . , E

∗
D−1] ⊂ CX×X

さらに、双対隣接行列A∗ = A∗(e) ∈ CX×X を

A∗ =
1

2

∑
x∈e

A∗(x)

と定めると、次が示される：

定理 12. The Terwilliger algebra T is generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗],

unless Γ = QD and the Q-polynomial ordering is the one described in Remark 5.

系 13. The matrices A and A∗ act on each irreducible T -module as a tridiagonal pair

unless Γ is the above exception.

主張に例外が存在し、かつ特定されていることからも推察されるように、これらは定理 9

や系 10とは異なり全くもって非自明な結果であり、Leonardの定理 (定理 7)を線形代数
学の立場から再構成した概念である Leonard対 [44, 45, 46]の理論を用いて証明される
[36, 37]。なお、上記の例外はAskeyスキームに於けるパラメータ q = −1の場合に該当す
る。このようなQ-多項式距離正則グラフはTerwilliger [40]により 3種類の無限系列に限
ることが示されており、その中で二部グラフである系列は例外に挙げた 1種類のみである
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(講演では例外を 2種類としたが、誤りである)。ちなみに、Leonard対は実際、三重対角
対で固有空間 Vℓ, V

∗
i 達の次元が全て 1となる場合である。

二部双対極グラフの自己同型群は辺集合R上に可移に作用するが、Hemmeterグラフの
場合は二つの軌道に分かれる。従ってHemmeterグラフの場合、T = T (e)の構造は eを
どちらの軌道から取るかに依存する。実は、これと類似の状況は前節に議論した頂点の場
合にも見出される。すなわち、Grassmannグラフの系列 (の特別な場合)と、Van Dam

とKoolen [9]により 2005年に発見された捻れGrassmannグラフの系列は同じ交叉列を
持つが、前者の自己同型群は頂点集合X上に可移に作用する一方、後者の場合は二つの
軌道に分かれる。Bang–Fujisaki–Koolen [2]は、頂点に関する捻れ Grassmannグラフの
Terwilliger代数T (x)の構造が xの含まれる軌道によって著しく異なることを示している。
ここで、T = T (e)に関する結果を一つ紹介したい。

仮定 14. 以後、本節では Γは定理 25の例外ではないとする。すなわち、Γ = QDの場合
については、Q-多項式となる固有値の順序としては常に θ0 > θ1 > · · · > θDを考える。

W を既約 T -加群とする。

補題 15. There exist non-negative integers ε, ε∗, and d such that

{i : E∗
i W ̸= 0} = {ε, ε+ 1, . . . , ε+ d}, {ℓ : EℓW ̸= 0} = {ε∗, ε∗ + 1, . . . , ε∗ + d}.

これら三つのパラメータに関して、例えば次のような定理が証明される：

定理 16. We have 2ε+ d ⩾ D − 1. Moreover, if equality holds then we have

dimE∗
i W = 1 (ε ⩽ i ⩽ ε+ d), dimEℓW = 1 (ε∗ ⩽ ℓ ⩽ ε∗ + d),

and the structure of W is determined by ι(Γ), ε, and ε∗.

この定理は [6, 41, 42]の結果の一部に対応するものであるが、前節で述べたTerwilliger

多項式の理論もまたT (e)の場合に移植される。これらの道具を駆使してQ-多項式距離正
則二部グラフの構造の解析を押し進めることを目論んでいるのであるが、本節の残りで
は、二部グラフの場合の T (e)の理論と一般の場合の T (x)の理論との類似を示す好例を
もう一つ紹介したい。
Q-多項式距離正則二部グラフの場合はT (x)の構造が交叉列によって完全に決まってし
まうことを述べたが、他の種々の観点からもこのクラスはQ-多項式距離正則グラフ全体
の中で特殊だと言える。一方、Q-多項式距離正則二部グラフの中でも、2-等質グラフと呼
ばれる同様に特殊なクラスがある。すなわち、下記の類似が成り立つ：

Q-多項式距離正則グラフ� �
Q-多項式距離正則二部グラフ� �
　� �� �

←→

Q-多項式距離正則二部グラフ� �
2-等質距離正則二部グラフ� �

　� �� �
この類似は例えば [21, 28]等に見出される。なおここで、次の性質を満たす整数 pi,j;r,s
(0 ⩽ i, j, r, s ⩽ D)が存在するとき、Γは 2-等質であるという：

7



∂(x, y) = 2を満たす全ての x, y ∈ Xについて

|Γ(z) ∩ Γr(x) ∩ Γs(y)| = pi,j;r,s

が任意の z ∈ Γi(x) ∩ Γj(y)に対して成り立つ。

この定義は一見複雑であるが、次が成立する：

定理 17 (Curtin [8]). A bipartite distance-regular graph is 2-homogeneous if and only if

it is Q-polynomial and antipodal.

Γが対蹠的であるとは、(仮定 6の下では) ΓD(x) = 1、すなわち各頂点に対して最も遠い
頂点が一意的に定まることである。2-等質グラフは結び目の不変量を与えるスピンモデ
ルの研究から生じた概念であり、D = 5の場合を除き既に分類されている：

定理 18 (Nomura [31]). If Γ is 2-homogeneous then Γ is one of the following: (i) the

D-cube QD; (ii) the complete bipartite graph Kk,k minus a perfect matching (D = 3); (iii)

a Hadamard graph (D = 4); (iv) D = 5 and

(c1, c2, c3, c4, c5) = (1, µ, k − µ, k − 1, k), bi = c5−i (0 ⩽ i ⩽ 4),

where k = t(t2 + 3t+ 1), µ = t(t+ 1), and 2 ⩽ t ∈ Z.

前述のCaughman [6]の結果の類似として、次の結果が成り立つ：

定理 19. If Γ is 2-homogeneous, then ι(Γ) determines the structure of T = T (e).

4 Q-多項式距離正則グラフの子孫に関するTerwilliger代数
前節ではQ-多項式距離正則二部グラフの辺に関するTerwilliger代数を考察したが、実
際準備中の論文 [39]ではより一般的な状況で理論を展開しており、前節の内容はその特殊
(ただし重要な)ケースである。本稿では最後にこの一般論について簡単に紹介する。以下
では Γは特に二部グラフとは仮定しない。
Y ⊂ Xを空でない頂点部分集合とし、χ ∈ CX をその特性ベクトルとする：

χz =

{
1 if z ∈ Y

0 otherwise
(z ∈ X)

Y の幅w及び双対幅w∗を次で定める [5]：

w = max{i : χTAiχ ̸= 0}, w∗ = max{ℓ : χTEℓχ ̸= 0}

幅 wは Y の 2頂点間の距離の最大値である。一方、双対幅 w∗の意味は分かり難いかも
しれないが、このように隣接行列A0, A1, . . . , ADと原始冪等元E0, E1, . . . , EDを双対的な
対象と捉えることが、Delsarte理論 [11]の成功の鍵であった。パラメータwとw∗に関す
る Brouwer–Godsil–Koolen–Martin [5]の理論はDelsarte理論とある意味で対を成すもの
である。また、前節と同様にして Y に関するTerwilliger代数T = T (Y )が定義できるが、
Brouwer達の理論でwにまつわる部分については、鈴木 [33]によってT (Y )の既約加群の
観点からさらに一般化されている。以下はBrouwer達の主結果の一つである：
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定理 20 (Brouwer et al. [5]). We have w + w∗ ⩾ D.

この定理で等号が成立する場合に Y が様々な良い性質を持つことも示されている。次は
その一例である：

定理 21 (Brouwer et al. [5], T. [37]). If w + w∗ = D, then the subgraph induced on Y is

a Q-polynomial distance-regular graph with diameter w, with at most three exceptions of

Γ for given D and w.

Brouwer達はw+w∗ = Dかつ誘導部分グラフが連結であれば上の結論が得られることを
示したが、[37]で筆者は誘導部分グラフが連結でなくなるような Γの例が各Dとwにつ
いて高々三つであることを証明したのである。これらの例外はやはり Askeyスキームに
於けるパラメータ q = −1の場合に該当する。この定理を念頭に置き、w + w∗ = Dを満
たす Y を Γの子孫と呼ぶことにする。

例 22. 一点集合 {x}は常に Γの子孫である (w = 0)。

例 23. Γが二部グラフならば、任意の辺 e ∈ Rは Γの子孫である (w = 1)。

例 24. Γ = QDのとき、各 0 ⩽ i ⩽ Dに対してQi ⊂ QDは子孫である (w = i)。

子孫の概念は非常に本質的であり、極値集合論で有名なErdős–Ko–Radoの定理の一
般化等でも重要な役割を果たす [35, 38]。子孫の構造等に関する詳細については [37]を参
照されたい。Γの子孫 Y に対して、双対隣接行列A∗ = A∗(Y ) ∈ CX×X を

A∗ =
1

|Y |
∑
x∈Y

A∗(x)

と定めると、前節と同様に以下の定理が示される：

定理 25. Suppose that Y is a descendent of Γ. Then the Terwilliger algebra T = T (Y ) is

generated by A and A∗, i.e.,

T = C[A,A∗],

unless Γ is one of at most three exceptions in Theorem 21.

系 26. Suppose that Y is a descendent of Γ. Then the matrices A and A∗ act on each

irreducible T -module as a tridiagonal pair, unless Γ is one of at most three exceptions in

Theorem 21.

これらの結果を基礎として、頂点に関する従来のTerwilliger代数T (x)の理論を子孫 Y に
関するTerwilliger代数T (Y )に拡張することが可能になるのである。なお、この拡張理論
の興味深い応用例として、w = 1の子孫 Y (所謂Delsarteクリーク)とその 1頂点 x ∈ Y

を取り、二種類のTerwilliger代数T (x) = C[A,A∗(x)]とT (Y ) = C[A,A∗(Y )]で生成され
るさらに大きな非可換半単純行列代数C[A,A∗(x), A∗(Y )]の既約加群を考察することで、
(C∨

1 , C1)型ダブルアフィンヘッケ環や非対称Askey–Wilson多項式、及びこれらのある
種の退化との関連を見出すことができる [24, 25, 26]。
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