
微分作用素と多項式環

黒田 茂（首都大学東京・理工）

導分（微分作用素）は可換環の研究で重要な概念であり，様々な形で研究が行われて

いる．例えば，導分の核に関する研究の代表的なものとして Nowicki [57]が有名である．

一方，多項式環の周辺には多くの基本的な問題が未解決なまま残されており，アフィン代

数幾何学や多変数関数論などとも関係を持ちながら，活発な研究が展開されている．関連

する問題を幅広く扱った文献として，例えば van den Essen [13]がある．導分の概念は，

多項式環に関する諸問題の研究でも非常に重要な役割を果たす．本稿では多項式環研究の

観点から，導分や関連するいくつかの話題について概説する．

本稿は非専門家を念頭に，可能な限りエッセンスが伝わるよう配慮して執筆した．

1 導分の核と Hilbertの第 14問題

Rを可換環とするとき，D : R → Rが Rにおける導分（微分作用素）であるとは，任

意の a, b ∈ Rに対し D(a+ b) = D(a) +D(b)および

D(ab) = D(a)b+ aD(b) (1.1)

が成り立つときにいう．このとき，D の核 RD := {a ∈ R | D(a) = 0}は Rの部分環で

ある．(1.1)より，導分 D は必ず RD 上の線形写像になる．

S を Rの部分環とする．RD が S を含むとき，Dを S 導分と呼ぶ．RD が S を含むと

いう条件は，D が S 線形写像であるという条件と同値である．Rにおける導分全体の集

合，S 導分全体の集合をそれぞれ DerR, DerS R で表す．X ⊂ R が S 代数 R を生成す

るとき，D1, D2 ∈ DerS RがD1|X = D2|X を満たすならば，導分D1 −D2 の核は Rと

等しい．よって，D1 = D2 が成り立つ．例えば，R = S[x1, . . . , xn]が多項式環のとき，

任意の D ∈ DerS Rに対し

D = D(x1)
∂

∂x1
+ · · · +D(xn)

∂

∂xn

が成り立つ．Rにおける S 導分 D に対して次の問題は基本的である．

1



問題 1.1 S 代数 Rが有限生成のとき，S 部分代数 RD の有限生成性を判定せよ．

S が正標数のネーター環のとき，S 代数Rが有限生成ならばRD は有限生成である．実

際，R = S[a1, . . . , an], charS = lとすれば，i = 1, . . . , nに対しD(ali) = lal−1
i D(ai) = 0

が成り立つから R′ := S[al1, . . . , a
l
n]は RD に含まれる．R は R′ 上整だから，R は有限

生成 R′ 加群である．R′ はネーター環なので R′ 部分加群 RD は有限生成であり，従って

S 代数として有限生成である．なお，S がネーター環でなければ，類似の主張は一般に

成り立たない．例えば，s, tを可換環 A上の不定元とするとき，S := A[s, st, st2, . . .]は

ネーター環でない．S 上の 2変数多項式環 R = S[x, y]における S 導分

D = s
∂

∂x
+ st

∂

∂y

を考える．R =
⊕∞

d=0Rd を多項式環 R の標準的次数付けとすれば，任意の d ≥ 1に対

しD(Rd) ⊂ Rd−1 であるので，RD =
⊕∞

d=0(RD ∩Rd) が成り立つ．RD ∩R1 は tx− y

を含まないため，{sti(tx− y) | i ≥ 0}で生成される非有限生成な S 加群になる．従って，

S 代数 RD は有限生成でない．

以下では k を体，k[x] := k[x1, . . . , xn]を k 上の n変数多項式環，k(x)をその商体と

する．任意の D ∈ Derk k[x]は k(x)における k 導分に一意的に拡張できる．これも同じ

D で表せば，k[x]D = k(x)D ∩ k[x]が成り立つ．k(x)D は拡大 k(x)/k の中間体なので，

k 代数 k[x]D の有限生成性の問題は，次の Hilbert の第 14 問題の特別な場合に当たる．

なお，上述のように，char k > 0のとき k[x]D は常に有限生成である．

問題 1.2（Hilbertの第 14問題） k(x)/k の中間体 L に対し，k 代数 L ∩ k[x] は有限生

成か？

Zariski [68] より，r := trans.degk(L ∩ k[x]) ≤ 2 ならば L ∩ k[x] は有限生成であ

る．char k = 0 のとき，任意の 0 ̸= D ∈ Derk k[x] は trans.degk k[x]D < n を満たす

ので，n ≤ 3ならば k[x]D は有限生成である．一方，Hilbertの第 14問題に対する最初

の反例は，1958 年に永田 [55] によって n = 32, r = 4 の場合に与えられた．その後，

Roberts [60]は異なる種類の反例を与えた．各 l ≥ 1に対し，

Pl := k[x1, . . . , xl, y1, . . . , yl, z]

を k上の 2l+ 1変数多項式環とする．Robertsの反例は char k = 0, n = 7, r = 6の場合

の反例であり，P3 における k 導分

D = xt+1
1

∂

∂y1
+ xt+1

2

∂

∂y2
+ xt+1

3

∂

∂y3
+ (x1x2x3)t

∂

∂z
(t ≥ 2) (1.2)
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の核として得られる．なお，藏野 [30]は t = 1のとき，この導分の核が k 上 12個の元で

生成されることを示した．

以下，第 3節まで k は標数 0の体とする．Robertsの結果を手掛かりに，Hilbertの第

14問題に対する様々な反例が構成された．小島・宮西 [25]は l ≥ 3, t ≥ 2のとき，Pl に

おける k 導分

D = xt+1
1

∂

∂y1
+ · · · + xt+1

l

∂

∂yl
+ (x1 · · ·xl)t

∂

∂z
(1.3)

の核が有限生成でないことを示した．黒田 [32] は Pl における k[x1, . . . , xl] 導分 D で，

D(y1), . . . , D(yl), D(z)が x1, . . . , xl の単項式であるものに対し，核が有限生成でないた

めの詳しい十分条件を与えた．それによれば，l ≥ 4, t = 1の場合も (1.3)の核は有限生

成でない．また，P3 における k 導分

D = x
δ11
1 x

δ21
2 x

δ31
3

∂

∂y1
+ x

δ12
1 x

δ22
2 x

δ32
3

∂

∂y2
+ x

δ13
1 x

δ23
2 x

δ33
3

∂

∂y3
+ x

δ14
1 x

δ24
2 x

δ34
3

∂

∂z
(1.4)

の核は，ϵii,j := δii − δij > 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4, i ̸= j)かつ

ϵ11,4
min{ϵ11,2.ϵ11,3}

+
ϵ22,4

min{ϵ22,3.ϵ22,1}
+

ϵ33,4
min{ϵ33,1.ϵ33,2}

≤ 1 (1.5)

ならば有限生成でない．一方，ϵii,j > 0 (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4, i ̸= j)のとき，(1.5)の不

等式が成り立たなければ D の核は有限生成であると予想しているが，大きな進展は得ら

れていない ([32, Conjecture 4.8]).

より低次元の反例を得るために，Freudenburg [16] と Daigle-Freudenburg [9] は

Roberts の反例に手を加え，それぞれ n = 6, 5, r = 5, 4 の反例を構成した．これら

の反例も導分の核として与えられた．例えば [9]は P2 における k 導分

D = xt1
∂

∂y1
+ (x1y1 + x2)

∂

∂y2
+ y2

∂

∂z
(t ≥ 2) (1.6)

の核が有限生成でないことを示した．黒田 [33], [35] は [32] の手法を改良し，それぞれ

n = 4, 3の場合に r = 3の反例を構成した．これにより，Hilbertの第 14問題は全ての n

について決着した．また，r = 3の場合に反例が存在することが初めて分かった．[34]よ

り，[33]で与えた n = 4の場合の反例は導分の核として実現できるので，k[x]D の有限生

成性の問題も全ての nについて決着した．なお，n = 3の場合の反例では，k(x)/Lは必

然的に代数拡大になる．黒田 [36]は n = 3の場合に，各 d ≥ 3に対し，[k(x) : L] = dを

満たす反例 Lを構成した．
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2 Field Modification Problem

Hilbertの第 14問題について議論を進めるために，k(x)/kの中間体 Lと，A := L∩k[x]

の商体 Q(A)の関係について注意を述べる．明らかに，Q(A) ⊂ Lかつ Q(A) ∩ k[x] = A

が成り立つ．さらに，Q(A)は Lにおいて代数的に閉じている．実際，f ∈ Lが Q(A)上

代数的ならば，
∑d

i=0 aif
i = 0, ad ̸= 0を満たす a0, . . . , ad ∈ Aが存在する．このとき，

adf は k[x]上整なので k[x]に属する．よって，adf ∈ L ∩ k[x] = Aであり，f ∈ Q(A)

を得る．従って，trans.degk L = trans.degk A であることと，L = Q(A) であることは

同値である．本稿では，k(x)/k の中間体 Lがこの条件を満たすとき，Lは極小であると

いう．Hilbertの第 14問題 (問題 1.2)では，Lが極小な場合を考えれば十分である．

具体例として，第 1節で述べた Robertsの反例について考える．P3 の商体を Q3 とす

るとき，(1.2)で定義した導分の核 QD
3 は

K = k
(
x1, x2, x3, (x1x2x3)ty1 − xt+1

1 z, (x1x2x3)ty2 − xt+1
2 z, (x1x2x3)ty3 − xt+1

i z
)

と等しい．実際，このK がQD
3 に含まれることは容易に分かるが，Q3 = K(z)がK 上の

1変数有理関数体なので，D(z) = (x1x2x3)t ̸= 0と合わせて QD
3 = K と結論できる．こ

のK は極小である．一方，任意の d ∈ Zに対し，K ′ := K(zd + z−d)はK ′ ∩K[z] = K

を満たす．P3 ⊂ K[z]なので，

K ′ ∩ P3 = K ′ ∩K[z] ∩ P3 = K ∩ P3 = PD
3

が成り立つ．よって，K ′ も Hilbertの第 14問題の反例であるが，K ′ は極小でない．な

お，k が 1 の原始 d 乗根 ζ を含むとき，σ, τ ∈ AutK K(z) = AutK Q3 が σ(z) = ζz,

τ(z) = z−1 で定義される．このとき，K ′ は AutkQ3 の有限部分群 ⟨σ, τ⟩ の不変体で
ある．

ところで，σ ∈ AutkQ3 が

σ(xi) = xi (i = 1, 2, 3), σ(yi) = (x1x2x3)tyi − xt+1
i z (i = 1, 2, 3), σ(z) = z

で定義され，K は σ による k(x1, x2, x3, y1, y2, y3) の像と等しい．このように，k(x)/k

の分かり易い中間体を Autk k(x) の適当な元で写すことで，Hilbertの第 14問題の反例

が得られることがある（永田の反例について [11]を参照）．そこで，次の問題を考える．

問題 2.1（Field Modification Problem） M を k(x)/k の極小な中間体とし，M ̸= k(x)

かつ trans.degkM ≥ 3を満たすと仮定する．このとき，σ(M)が Hilbertの第 14問題の

極小な反例となるような σ ∈ Autk k(x)は常に存在するか？
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問題 2.1の状況において，M の体論的性質は σ で写しても保たれるので，この方法に

より Hilbertの第 14問題に対する多様な反例が得られる．例えば，M が Autk k(x)の部

分群 Gの不変体ならば，σ(M)は σGσ−1 の不変体である．また，M が D ∈ Derk k(x)

の核ならば，σ(M)は導分 D′ := σDσ−1 の核である．fD′(x1), . . . , fD′(xn)が k[x]に

属するような f ∈ k(x)× に対し，fD′ は Derk k[x]の元を誘導する．このとき，

k[x]fD
′

= k(x)fD
′
∩ k[x] = k(x)D

′
∩ k[x] = σ(M) ∩ k[x]

が成り立つので，有限生成でない核を持つ Derk k[x]の元が得られる．

問題 2.1は設定が少し厳しいので，この問題の「安定板」を考える．ただし，z は k(x)

上の不定元とし，k(x, z)は k 上の n+ 1変数有理関数体とする．

問題 2.2（Stable Field Modification Problem） M を k(x)/kの極小な中間体とし，M ̸=
k(x) かつ trans.degkM ≥ 2 を満たすと仮定する．このとき，σ(M(z)) が Hilbert の第

14問題の極小な反例となるような σ ∈ Autk k(x, z)は常に存在するか？

M の様々な性質がM(z)に遺伝する．例えば，M が Autk k(x)の部分群 Gの不変体

ならば，M(z) は G′ の不変体である．ここで，G′ は G から誘導される Autk(z) k(x, z)

の部分群とする．同様に，M がD ∈ Derk k(x)の核ならば，M(z)はD′ の核である．こ

こで，D′ は D から定まる Derk(z) k(x, z)の元とする．

Hilbertの第 14問題の反例の以前の構成法を精密化し，次の結果を最近得た [47]．

定理 2.3 問題 2.2の解は肯定的である．

定理 2.3から次の系が直ちに従う．n = 3, d = 2の場合が新しい結果である．

系 2.4 任意の自然数 n ≥ 3, d ≥ 2に対し，Hilbertの第 14問題に対する極小な反例 L

で [k(x) : L] = dを満たすものが存在する．

ところで，位数 nの任意の有限群Gは，各 σ ∈ Gを集合G上の置換G ∋ τ 7→ στ ∈ G

と考えることで，n次対称群 Snの部分群と見なせる．さらに，各 σ ∈ Snを σ(xi) = xσ(i)

(i = 1, . . . , n) で定義される Autk k(x) の元と同一視すれば，G は Autk k(x) の部分群

と見なせる．Noetherの問題は，この状況において不変体 k(G) := k(x)G が k の純超越

拡大であるかを問う問題である．p = 47をはじめ，様々な素数 pに対し Q(Z/pZ)が Q

の純超越拡大でないことが知られている ([21], [65], [67]). 一方，G が有限アーベル群

のとき，Q(G) が Q の純超越拡大であるための必要十分条件は，ある l ≥ 0 が存在し，

Q(G)(z1, . . . , zl)がQの純超越拡大となることである ([12]). ここで，z1, . . . , zl はQ(x)
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上の不定元とする．これらの事実と定理 2.3から次の系が得られる．

系 2.5 n = 48のとき，AutQ Q(x)の位数 47の巡回部分群Gが存在し，Q(x)G はQの

純超越拡大でなく，A := Q(x)G ∩Q[x]は有限生成でなく，trans.degQA = 48である．

3 局所冪零導分

D ∈ DerR が局所冪零であるとは，任意の a ∈ R に対してある整数 l ≥ 0 が存在し，

Dl(a) = 0を満たすときにいう．Rにおける局所冪零導分全体の集合，局所冪零 S 導分全

体の集合をそれぞれ LNDR, LNDS R で表す．LND は locally nilpotent derivation の

略である．多項式環の研究では，局所冪零導分が特に重要である．本節では局所冪零導分

に関する基本事項を簡潔に述べる．

R = S[x]が可換環 S 上の 1変数多項式環のとき，R における S 導分 D = d/dxは局

所冪零である．一方，D′ := xDは xを固定するので局所冪零でない．一般に，Rにおけ

る導分 D は RD 線形写像なので，任意の a ∈ RD, b ∈ R, l ≥ 0に対し

(aD)l(b) = aD(aD(· · · (aD(b)) · · · )) = alDl(b) (3.1)

が成り立つ．よって，Dが局所冪零ならば，任意の a ∈ RD に対して導分 aDは局所冪零

である．一方，節末で示すように，R が標数 0の整域のとき，D が局所冪零か否かに関

らず，D(a) ̸= 0ならば aD は局所冪零でない．

定義より，D ∈ DerRが局所冪零であるための必要十分条件は，

Nil(D) := {a ∈ R | Dl(a) = 0 を満たす l ∈ Z≥0 が存在 }

が Rと等しいことである．ただし，Z≥0 := {a ∈ Z | a ≥ 0}とする．(1.1)より

Dl(ab) =

l∑
i=0

(
l

i

)
Di(a)Dl−i(b) (a, b ∈ R, l ≥ 0) (3.2)

が成り立つ．よって，a, b ∈ Nil(D)ならば ab ∈ Nil(D)であり，Nil(D)は R の RD 部

分代数となる．S を R の部分環とし，D を R における S 導分とする．このとき，S は

Nil(D)に含まれる．従って，Nil(D)が S 代数 Rの生成系を含めば，Nil(D) = Rが成り

立つので D は局所冪零である．

D ∈ Derk k[x]が三角であるとは，

D(x1) ∈ k, D(x2) ∈ k[x1], D(x3) ∈ k[x1, x2], . . . , D(xn) ∈ k[x1, . . . , xn−1]
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を満たすときにいう．このとき，D(xi) ∈ Nil(D) ⇐⇒ xi ∈ Nil(D)に注意し，x1, . . . , xn

が Nil(D) に属することを nに関する帰納法で確認できる．よって，三角導分は局所冪零

である．例えば，(1.2), (1.3), (1.4), (1.6)はいずれも三角導分である．なお，文献によっ

ては，D(xi) ∈ k[xi+1, . . . , xn] (i = 1, . . . , n)を満たすとき三角ということもある．本稿

では，この条件を満たすとき逆三角ということにする．例えば，

T = −2x2
∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2
(3.3)

は逆三角である．T (x1x3 + x22) = 0だからD := (x1x3 + x22)T も局所冪零だが，このD

は三角でも逆三角でもない．

D ∈ LNDR に対し，D(s) = 1を満たす s ∈ R を D のスライスと呼ぶ．sが D のス

ライスならば，任意の f(x) ∈ RD[x]に対し D(f(s)) = f ′(s)D(s) = f ′(s) が成り立つ．

ここで，f ′(x)は f(x)の導関数とする．よって，f(s) = 0ならば f ′(s) = 0である．こ

れより，charR = 0 のとき s が RD 上の超越元であることが分かる．今，R を Q 代数

と仮定する．すると，D(a) ∈ RD[s]を満たす任意の a ∈ Rに対し，sの多項式としての

D(a)の原始関数 b ∈ RD[s]が存在する．このとき，D(a) = D(b)だから a− b ∈ RD で

あり，a ∈ RD[s]となる．よって，

degD a := max{n ∈ Z≥0 | Dn(a) ̸= 0}

に関する帰納法で，任意の a ∈ Rが RD[s]に属することが分かる．ゆえに，R = RD[s]

である．以上より次のスライス定理を得る．

定理 3.1 R を Q 代数とする．D ∈ LNDR と s ∈ R が D(s) = 1 を満たすとき，s は

RD 上の超越元であり，R = RD[s], D = d/dsが成り立つ．

定理 3.1の状況において，RD 代数の全射準同型

σD
s : R = RD[s] ∋ f(s) 7→ f(0) ∈ RD

が定義される．この写像を Dixmier写像と呼ぶ．f(0) = f(s− s)を Taylor展開し，

σD
s (a) =

∑
l≥0

Dl(a)

l!
(−s)l (a ∈ R) (3.4)

を得る．なお，スライスは一般に存在するとは限らないが，任意の 0 ̸= D ∈ LNDRに対

し，u := Dl(a) ̸= 0, Dl+1(a) = 0 を満たす l ≥ 1が必ず存在する．uが Rの冪零元でな

ければ，局所化 Ru における導分が D から誘導される．D(u) = 0 なので，この導分も
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局所冪零であり，s = Dl−1(a)/uはそのスライスである．例えば，(1.6)は三角導分なの

で局所冪零である．この D はスライスを持たないが，D の P2[x−1
1 ]への拡張はスライス

s = x−t
1 y1 を持つ．よって，その核 P2[x−1

1 ]D は，Dixmier写像を用いて

P2[x−1
1 ]D = σD

s (P2[x−1
1 ]) = k[σD

s (x±1
1 ), σD

s (x2), σD
s (y1), σD

s (y2), σD
s (z)]

= k

[
x±1
1 , x2, y2 − (x1y1 + x2)s+ xt+1

1

s2

2
, z − y2s+ (x1y1 + x2)

s2

2
− xt+1

1

s3

6

]
と記述できる．PD

2 = P2[x−1
1 ]D ∩ P2 が有限生成でないというのが [9]の主結果である．

RがQ代数のとき，任意の D ∈ LNDRに対し，RD 代数 Rの自己同型 expD が

(expD)(a) :=
∑
l≥0

Dl(a)

l!
(a ∈ R)

で定義される．一般に，D1, D2 ∈ LNDRに対し，導分 D1 +D2 は局所冪零であるとは

限らない．しかし，D1 ◦D2 = D2 ◦D1 を満たすとき D1 +D2 は局所冪零であり，指数

法則 exp(D1 +D2) = expD1 ◦ expD2 が成り立つ．任意の a ∈ RD に対し aDは局所冪

零導分であり，aD ◦ bD = bD ◦ aD (a, b ∈ RD)が成り立つ．よって，

RD ∋ a 7→ exp aD ∈ AutRD R

は加法群 RD から AutRD Rへの群準同型である．例えば，D がスライス sを持つとき，

任意の a ∈ RD に対し (exp aD)(s) = s+ aD(s) = s+ aが成り立つ．この場合，exp aD

は代入写像 RD[s] ∋ f(s) 7→ f(s+ a) ∈ RD[s]である．

ところで，環の準同型 ϵ : R → R[x]が指数写像であるとは，各 a ∈ Rに対して次が成

り立つときにいう．ただし，ϵ(a) =
∑m

i=0 aix
i (ai ∈ R)とし，y は新しい変数とする．

(E1) a0 = a. (E2) R[x, y]において
∑m

i=0 ϵ(ai)y
i =

∑m
i=0 ai(x+ y)i.

この条件は，準同型 ϵ : R → R[x] = R ⊗Z Z[x]が加法群スキーム Ga = Spec(Z[x])の

Spec(R)への作用を定めるための条件と同値である．例えば，Rが Q代数のとき，任意

の D ∈ LNDRに対し

R ∋ a 7→
∑
l≥0

Dl(a)

l!
xl ∈ R[x] (3.5)

は指数写像である．実際，Dは D(x) = D(y) = 0を満たすように LNDR[x, y]の元に拡

張でき，expxD ◦ exp yD = exp (x+ y)Dが成り立つ．一方，任意の指数写像 ϵに対し，

ϵが環の準同型であることと (E1)より，写像∆ϵ : R ∋ a 7→ a1 ∈ Rは Rにおける導分で

ある．さらに，RがQ代数のとき，(E2)から ∆i
ϵ(a)/i! = ai (i ≥ 0, a ∈ R)が従う．十
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分大きな iに対して ai = 0なので，∆ϵ は局所冪零である．また，∆ϵ から定まる指数写

像 (3.5)は ϵと等しい．ゆえに，Q代数における局所冪零導分はGa 作用と同値な概念で

ある (cf. [52])．

最後に，Rが標数 0の整域の場合の注意を述べる．任意のD ∈ DerRに対し (3.2)より

degD ab ≤ degD a+ degD b (a, b ∈ Nil(D))

が成り立つ．ただし，degD 0 = −∞とする．Rが標数 0の整域のとき，上の不等式にお

いて等号が成り立つ．その帰結として，局所冪零導分の様々な性質が導かれる．例えば，

任意の D ∈ DerRと a ∈ R \ RD に対し，D′ := aD は局所冪零でない．実際，仮に D′

が局所冪零ならば，

degD′ a− 1 = degD′ D′(a) = degD′ aD(a) = degD′ a+ degD′ D(a) ≥ degD′ a

となり矛盾が生じる．また，任意の D ∈ LNDR に対し，RD は R において factorially

closedである．ここで，整域 Rの部分環 S が Rにおいて factorially closedであるとは，

ab ∈ S を満たす任意の a, b ∈ R \ {0}が S に属するときにいう．例えば，R = S[x]が整

域 S 上の多項式環のとき，f, g ∈ R \ {0}に対して次が成り立つ：

fg ∈ S ⇒ 0 = deg fg = deg f + deg g ⇒ deg f = deg g = 0 ⇒ f, g ∈ S.

よって，S は Rにおいて factorially closedである．degを degD に変えて考えれば，R
D

が Rにおいて factorially closedであることも分かる．

一般に，S が Rにおいて factorially closedであるとき，1 ∈ S より S× = R× が成り

立つ．また，R が UFDならば S は UFDである．これは，p ∈ S が R の素元であると

き，S の素元であることが分かれば容易に確認できるが，この主張は pR ∩ S = pS から

従う．そのため，任意の D ∈ LND k[x]は k× = k[x]× = (k[x]D)× ⊂ k[x]D を満たして

k 導分となり，k[x]D はネーター環であるか否かに関わらず UFDである．

4 多項式自己同型

多項式環の問題の多くが，多項式環の自己同型と深く関係している．しかし，多項式環

の自己同型には不明な点が多く，それが多項式環の問題の難しさに影響している．本節で

は，k 代数 k[x]の自己同型群 Autk k[x]やその元について考察する．

当面，kは任意標数の体とする．一般に，k代数の準同型 ϕ : k[x] → k[x]は x1, . . . , xn

の像によって一意的に決まるので，ϕを多項式の組 (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) と同一視する．ϕ
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は全射ならば全単射である．すなわち，次が成り立つ：

ϕ ∈ Autk k[x] ⇐⇒ k[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)] = k[x] ⇐⇒ x1, . . . , xn ∈ k[ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)].

よって，非常に具象的に書けば，

Autk k[x] = {(f1, . . . , fn) ∈ k[x]n | x1, . . . , xn ∈ k[f1, . . . , fn]}

である．ただし，合成は

(f1, . . . , fn) ◦ (g1, . . . , gn) := (g1(f1, . . . , fn), . . . , gn(f1, . . . , fn))

で定義する．例えば，n ≥ 3のとき，

f := x1 − 2(x1x3 + x22)x2 − (x1x3 + x22)2x3, g := x2 + (x1x3 + x22)x3 (4.1)

に対し ϕn := (f, g, x3, . . . , xn)は Autk k[x]の元である．このことは，

x1x3 + x22 = fx3 + g2 ∈ k[f, g, x3]

に気づけば容易に確認できる．もう少し分かり易い k[x]の自己同型を数種類挙げる．ま

ず，任意の A ∈ GLn(k), b1, . . . , bn ∈ k に対し，

α = (x1, . . . , xn)A+ (b1, . . . , bn)

は Autk k[x]に属する．この形の自己同型をアフィン自己同型と呼ぶ．任意の a ∈ k× と

1 ≤ l ≤ n, p ∈ k[x1, . . . , xl−1, xl+1, . . . , xn] に対し

ϵ = (x1, . . . , xl−1, axl + p, xl+1, . . . , xn)

も Autk k[x] に属する．この形の自己同型を基本自己同型と呼ぶ．k[x] の基本自己同型

全体で生成される Autk k[x]の部分群 Tn(k)を順部分群と呼ぶ．Autk k[x]の元は Tn(k)

に属するとき順であるといい，そうでないとき野生であるという．基本自己同型の逆写像

は基本自己同型なので，自己同型が順であることと，基本自己同型の合成写像であること

は同じである．ϕ = (f1, . . . , fn) ∈ Autk k[x]に対し，

ϕ⇝ ϕ ◦ ϵ = (f1, . . . , fl−1, afl + p(f1, . . . , fl−1, fl+1, . . . , fn), fl+1, . . . , fn)

の形の変形を基本変形と呼ぶ．自己同型が順であることと，基本変形を繰り返して恒等写

像 idk[x] = (x1, . . . , xn) に変形できることは同値である．例えば，n = 2のとき

ϕ = (x1 + (x2 + x21)3, x2 + x21)⇝ (x1, x2 + x21)⇝ (x1, x2)
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となるから，この ϕ は順である．行列の列基本変形で GLn(k) の任意の元を単位行列に

変形できることから，アフィン自己同型が順であることも分かる．また，char k = 0のと

き，D ∈ LNDk k[x]が三角ならば，i = 1, . . . , nに対して gi ∈ k[x1, . . . , xi−1]が存在し，

(expD)(xi) = xi + gi と書ける．(x1 + g1, . . . , xn + gn)も基本変形を繰り返して idk[x]

に変形できるので，expDは順である．Dが逆三角の場合も同様である．

例えば，(3.3)の T と任意の w ∈ k[x3, . . . , xn]に対し，wT は逆三角なので expwT は

順である．(3.3) の下で述べたように，h := x1x3 + x22 に対して hT も局所冪零である．

この場合，exphT は (4.1)で与えた ϕn と等しい．実際，(3.1)に注意して計算すれば，

(exphT )(x1) = x1 + hT (x1) +
1

2
h2T 2(x1) + · · · = x1 − 2hx2 − h2x3 = f

(exphT )(x2) = x2 + hT (x2) + · · · = x2 + hx3 = g

であり，i = 3, . . . , nに対し (exphT )(xi) = xi となる．

永田 [56] は，n = 3 のとき野生自己同型が存在すると予想し，その候補として ϕ3 を

構成した．この予想は 30年の歳月を経て，2004年に Shestakov-Umirbaev [62], [63]に

よって char k = 0の場合のみ肯定的に解決された．char k > 0の場合は依然として未解

決である．ただし，char k = 2の場合も含め，ϕ3 は野生と考えるのが自然である．

上述のように，char k = 0のとき ϕ3 は逆三角導分 T と h ∈ k[x]T を用いて exphT と

書ける．このような自己同型がいつ野生であるか完全に分かる ([40, Thm. 3.2.3], [41]).

定理 4.1 n = 3 とし，D ∈ LNDk k[x] を逆三角導分，f を k[x]D の元とする．このと

き，exp fD が野生であるためには，以下が満たされることが必要十分である：

D(xi) ̸= 0 (i = 1, 2), D(x3) = 0, f ̸∈ k[x3],
∂D(x1)

∂x2
̸∈ D(x2)k[x2, x3].

一方，n ≥ 4のとき ϕn は順である．一見すると奇妙だが，以下の方法で容易に確認で

きる．前述のように ψ := expxnT は順である．ϵ := (x1, . . . , xn−1, xn + h)も順であり，

A := k[h, x3, . . . , xn−1]の元を固定する．A は k[x]T に含まれるので，ϕn, ψ も Aの元

を固定する．x3 ∈ Aなので，ϕn, ψ, ϵは A′ := A[x−1
3 ]代数 k[x][x−1

3 ]の自己同型を誘導

する．k[x][x−1
3 ] = A′[x2, xn]は A′ 上の 2変数多項式環なので，これらを x2, xn の像の

組と同一視すれば ϕn = (x2 + hx3, xn), ψ±1 = (x2 ± xnx3, xn), ϵ±1 = (x2, xn ± h)と

書ける．このとき，

(x2, xn − h) ◦ (x2 − xnx3, xn) ◦ (x2, xn + h) ◦ (x2 + xnx3, xn) = (x2 + hx3, xn)

が成り立つ．すなわち，ϵ−1 ◦ ψ−1 ◦ ϵ ◦ ψ = ϕn である．ψ, ϵは順なので ϕn も順である．
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同様の理由から，任意の三角導分 D ∈ LNDk k[x]と f ∈ k[x]D に対し，(exp fD, xn+1)

は Tn+1(k)に属する ([64]).

より一般に，次が成り立つと予想されている．

予想 4.2（Stable Tameness Conjecture） 任意の ϕ ∈ Autk k[x]に対し，ある l ≥ 0が存

在し，(ϕ, xn+1, . . . , xn+l)は Tn+l(k)に属する．

ϕ(xi) = xi (i = 3, . . . , n)のとき予想が正しいことがBerson-van den Essen-Wright [4]

によって示されているが，n = 3の場合でも完全な解決には至っていない．

上記の事情のため，n = 3の場合に野生自己同型が存在しても，n ≥ 4の場合に野生自

己同型が存在するとは限らない．次の問題は，n ≥ 4の場合や n = 3かつ char k > 0の

場合は未解決である．

問題 4.3（Tame Generators Problem） Autk k[x] = Tn(k)は成り立つか？

一方，n = 2かつ char k = 0の場合は Jung [22]によって，n = 2かつ char k > 0の

場合は van der Kulk [29]によって，問題 4.3はそれぞれ肯定的に解決された．

問題 4.3よりも肯定的な結果を期待できる以下のような問題もあるが，余り進展はない．

問題 4.4 (1) Autk k[x]は
∪n

i=1 Autk[xi] k[x]で生成されるか？

(2) Autk k[x]は expD (D ∈ LNDk k[x])とアフィン自己同型で生成されるか？

問題 4.3の研究では，以下で述べる基本簡約の概念が重要である．ϕ = (f1, . . . , fn) ∈
Autk k[x]の次数を

deg ϕ := deg f1 + · · · + deg fn

で定義する．f1, . . . , fn は定数でないので，常に deg ϕ ≥ nが成り立つ．deg ϕ = nであ

ることと，ϕがアフィン自己同型であることは同値である．deg ϕ > deg ϕ′ を満たす基本

変形 ϕ⇝ ϕ′ を基本簡約と呼ぶ．

次の定理より，k[x1, x2]のアフィンでない自己同型は常に基本簡約を許容する．

定理 4.5（cf. [56]） (f1, f2) ∈ Autk k[x1, x2] がアフィン自己同型でないならば，ある

(i, j) ∈ {(1, 2), (2, 1)}, a ∈ k×, l ≥ 1が存在し，deg(fi − af lj) < deg fi が成り立つ．

ϕ ∈ Autk k[x1, x2]がアフィン自己同型でないとき，基本簡約を繰り返して ϕをアフィ

ン自己同型に変形できる．アフィン自己同型は順なので ϕ も順である．このことから，

Autk k[x1, x2] = T2(k)が成り立つことが分かる．
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5 Shestakov-Umirbaev理論

本節では kは標数 0の体とし，Shestakov-Umirbaev理論やその一般化について述べる．

自己同型 ϕ3 が基本簡約を許容しないことは簡単に確認できるが，それによって ϕ3 が

野生であるとは結論できない．実際，n = 3の場合に Shestakov-Umirbaevは，アフィン

自己同型でなく，基本簡約も許容しない順自己同型の存在に気づいた．そこで，彼らは基

本簡約の他に 4種類の「簡約」(I型簡約から IV型簡約)を定義し，ϕ ∈ T3(k)がアフィ

ン自己同型でないとき，基本簡約または 4種類の「簡約」のいずれかを必ず許容すること

を示した ([63]). この結果の証明は非常に複雑で難しいが，ϕ3 がどの簡約も許容しないこ

とを確かめるのはさほど難しくない．なお，II型，III型，IV型簡約の概念は理論上の要

請で導入されたもので，これらを許容する自己同型が実際に存在するかは不明である．

Shestakov-Umirbaev理論でも「微分」の概念が重要な役割を果たす．f1, . . . , fr ∈ k[x]

(1 ≤ r ≤ n)に対し，df1 ∧ · · · ∧ dfr を

df1 ∧ · · · ∧ dfr =
∑

1≤i1<···<ir≤n

Ji1,...,irdxi1 ∧ · · · ∧ dxir , Ji1,...,ir =

∣∣∣∣ ∂(f1, . . . , fr)

∂(xi1 , . . . , xir )

∣∣∣∣
と表し，その次数を

deg df1 ∧ · · · ∧ dfr := max{deg Ji1,...,irxi1 · · ·xir | 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}

で定義する．自己同型の簡約に関する Shestakov-Umirbaev の理論 [63] は，多項式の次

数に関する以下の不等式 [62, Thm. 3] を基礎に構築された：f, g ∈ k[x]は k 上代数的独

立であるとし，a := deg f , b := deg g とおく．多項式 P ∈ k[x, y] \ {0}に対し，degy P

を a/ gcd(a, b)で割った商と余りをそれぞれ q, r とするとき，次の不等式が成り立つ．

定理 5.1（Shestakov-Umirbaev） degP (f, g) ≥ q(a′b− a− b+ deg df ∧ dg) + rb.

k が正標数の場合にこの不等式が成り立たないため，Shestakov-Umirbaev理論では標

数 0 を仮定する必要がある．なお，定理 5.1は [62, Thm. 3]から不要な仮定を除いたも

のであり，[62, Thm. 3]とは若干異なる．Shestakov-Umirbaev [62]はこの結果を使い，

定理 4.5 の簡単な別証も与えた．

定理 5.1 の一般化や別証が，黒田 [37], Makar-Limanov–Yu [49], Vénéreau [66] 等に

よって与えられた．ここでは [37]の結果を紹介する．k[x]上の多項式 P (y) =
∑

i≥0 piy
i

と g ∈ k[x] \ {0}に対し，P (g)の見かけの次数を degg P := max{deg pig
i | i ≥ 0}で定
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義する．一般に，degP (g) ≤ degg P が成り立つ．P (i) を P (y)の y に関する i次導関数

とすれば，十分大きな i ≥ 0に対し degP (i)(g) = degg P (i) が成り立つ．そこで，

mg(P ) := min{i ∈ Z≥0 | degP (i)(g) = degg P (i)}

と定義する．このとき，k 上代数的独立な f1, . . . , fr ∈ k[x]と P (y) ∈ k[f1, . . . , fr][y]に

対して次が成り立つ ([37, Thm. 2.1]). ただし，ω := df1 ∧ · · · ∧ dfr とする．

定理 5.2 degP (g) ≥ degg P +mg(P )(degω ∧ dg − degω − deg g).

この定理はmg(P )に関する帰納法で証明できる．黒田 [39]は定理 5.2を基礎に，自己

同型の簡約に関する Shestakov-Umirbaevの理論を再構築し，IV型簡約を許容する順自

己同型が存在しないことを示した．それにより，自己同型の野生性を判定するとき，IV

型簡約を考慮する必要がなくなった．

応用上，基本簡約などは重み付き次数に対して考えると便利である．Γを全順序が定義

された加法群とし，任意の α, β, γ ∈ Γに対し α ⪯ β ⇒ α+ γ ⪯ β + γ が成り立つと仮定

する．重み w = (w1, . . . , wn) ∈ Γn に対し，単項式の w次数を

degw x
i1
1 · · ·xinn := i1w1 + · · · + inwn

で定め，f ∈ k[x] \ {0}に現れる単項式のw次数の最大値を degw f と定義する．また，f

に現れる単項式のうち，w 次数が degw f と等しいもの全体の和を fw と表す．例えば，

Γ = Zn に辞書式順序を考え，w = (e1, . . . , en)とするとき，fw は辞書式順序に関する f

の先頭項である．ただし，e1, . . . , en は Zn の標準基底とする．このように，w1, . . . , wn

が Z上 1次独立ならば fw は常に単項式である．上で述べた [37], [39]の理論はw次数を

用いて構築されており，その帰結として種々の実用的な野生性判定法が得られている．例

えば，次を満たす w ∈ Γ3 が存在するとき，ϕ = (f1, f2, f3) ∈ Autk k[x]は野生である：

(1) w1, w2, w3 は 0より大きく，Z上 1次独立である．

(2) fw1 , fw2 , fw3 は k 上代数的従属だが，どの 2つも k 上代数的独立である．

(3) (i, j, l) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)に対し fwi ̸∈ k[fwj , f
w
l ].

なお，w次数を使えば (2), (3)はそれぞれ以下のように言い換えられる：

(2′) degw f1, degw f2, degw f3 は Z上 1次従属だが，どの 2つも Z上 1次独立である．

(3′) (i, j, l) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)に対し degw fi ̸∈ Zdegw fj + Z degw fl.

この判定法の利点は，「簡約」に関する議論をせず fw1 , fw2 , fw3 の情報だけで ϕの野生

性を証明できる点にある．例えば，ϕ3 = (f, g, x3)の場合，上述の辞書式順序から定まる

w 次数に関して degw f = (2, 0, 3), degw g = (1, 0, 2), degw x3 = (0, 0, 1)である．これ
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らが (2′), (3′)を満たすことは容易に分かる．しかし，f1, f2, f3 を具体的に記述すること

が困難な場合も多く，この方法にも限界がある．例えば，かなり簡単な D ∈ LNDk k[x]

でも (expD)(xi) = xi +D(xi) +D2(xi)/2 + · · · がどのような多項式かよく分からない
ことが多い．より広範な自己同型の野生性を調べるために，以下の方法が有効である．一

般に，k[x]の k 部分代数 Aに対し，A代数 k[x]の自己同型群 AutA k[x]は，Autk k[x]

の部分群である．ϕが AutA k[x]に属するとき，任意の p ∈ Aに対し ϕ(p) = pが成り立

つので，f1, f2, f3, pの間の関係式が得られる．それらを解析して f1, f2, f3 の情報をと

り出し，野生性判定法を適用することで，順交叉 AutA k[x] ∩ T3(k)の様子を知ることが

できる．例えば，任意の D ∈ LNDk k[x] に対し expD は Autk[x]D k[x] に属するので，

expD の野生性の研究は順交叉 Autk[x]D k[x] ∩ T3(k)の研究に帰着される．この方法で

実際に色々な結果が得られている．多くの場合，順交叉に含まれる自己同型は特殊なもの

に限定される点が興味深い．

Shestakov-Umirbaevによる永田予想の解決や，その後の進展について，[42]にも解説

がある．

6 座標変換

本節を通し kは標数 0の体とする．D ∈ LNDk k[x]が三角ならば c := D(x1)は定数で

ある．従って，c ̸= 0ならば s := c−1x1はDのスライスである．(3.4)より，i = 2, . . . , n

に対して gi ∈ k[x1, . . . , xi−1]が存在し σD
s (xi) = xi + gi と書ける．このとき，

ϕ := (c−1x1, x2 + g2, . . . , xn + gn)

は k[x]の順自己同型であり，ϕ−1Dϕ = ∂/∂x1 が成り立つ．

一般に，D ∈ Derk k[x]を固定したとき，各 θ ∈ Autk k[x]に対して r(θ) ∈ {0, . . . , n}
と fθ,1, . . . , fθ,r(θ) ∈ k[x] が存在し，

Dθ := θ−1Dθ = fθ,1
∂

∂x1
+ · · · + fθ,r(θ)

∂

∂xr(θ)

と書ける．このとき，

rankD := min{r(θ) | θ ∈ Autk k[x]}

を Dの階数と呼ぶ．例えば，上で見たように，D(x1) ̸= 0を満たす三角導分Dの階数は

1である．D(x1) = 0ならば rankD < nなので，k[x]における三角導分の階数は常に n

未満である．Dθ が三角であるような θ ∈ Autk k[x]が存在するとき，D は三角化可能で

15



あるという．任意の θ ∈ Autk k[x]に対し rankDθ = rankD が成り立つので，三角化可

能な導分の階数も n未満である．

rankD = 1ならばDθ = f∂/∂xn を満たす θ ∈ Autk k[x], f ∈ k[x] \ {0} が存在する．
このとき，k[x]D

θ

= k[x]∂/∂xn = k[x1, . . . , xn−1]なので，k 代数 k[x]D = θ(k[x]D
θ

) も

n − 1 個の元で生成される．さらに，D が局所冪零ならば Dθ も局所冪零なので，f は

k[x]∂/∂xn に属する．よって，階数 1の局所冪零導分は常に三角化可能である．

Rentschler [59] は，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x1, x2] が rankD = 1 を満たすことを

示した．従って，D は三角化可能である．一方，n = 3 のとき，三角化可能でない局所

冪零導分の最初の例が Bass [3] によって与えられた．Bass の例は (3.3) の下に挙げた

D = (x1x3 + x22)T である．その後，Popov [58] は任意の n ≥ 3 に対してこの D が三

角化可能でないことを示した．n ≥ 3 のとき，階数 n の局所冪零導分は三角化可能でな

い．従って，三角化可能性の問題は，階数が n未満の場合を考えればよい．Daigle [8]は

n = 3のとき，階数 2の局所冪零導分が三角化可能であるための必要十分条件を与えた．

なお，階数が 2以下の局所冪零導分Dは，適当な θ ∈ Autk k[x]と f1, f2 ∈ k[x]を用いて

Dθ = f1∂/∂x1 + f2∂/∂x2 と書ける．k′ := k(x3, . . . , xn)とし，Dθ を LNDk′ k′[x1, x2]

の元と見なせば Rentschlerの結果が使えるので，n ≥ 3でも大体の様子は分かる．しか

し，階数が 3以上の局所冪零導分については不明な点が多く残されている．

ところで，D ∈ Derk k[x] が rankD < n を満たすための必要十分条件は，k[x]D が

k[x]の座標を含むことである．ここで，f ∈ k[x]が k[x]の座標であるとは，f = ϕ(xi)を

満たす ϕ ∈ Autk k[x], 1 ≤ i ≤ nが存在するときにいう．ϕのヤコビアンが k× に属する

ため，座標には 1次の単項式が必ず現れる．ϕを Tn(k)からとれるとき，f を順座標と呼

ぶ．例えば，x1 や x1 + x22 などは k[x]の順座標である．また，本節冒頭の考察より，三

角導分の核は常に順座標を含む．f が k[x]の座標であることと，k[f, f2, . . . , fn] = k[x]

を満たす f2, . . . , fn ∈ k[x]が存在することは同値である．従って，f ∈ k[x]が k[x]の座

標ならば，任意の l ≥ 1に対して f は k[x1, . . . , xn+l]の座標である．逆に，f ∈ k[x]が

k[x1, . . . , xn+l]の座標であるような l ≥ 1 が存在するとき，f が k[x] の座標であるかは

大問題である ([48])．k が体の場合の反例は見つかっていないが，k が正規でない整域の

場合の反例は存在する ([5])．

Freudenburg [15]は，k[x]における階数 nの局所冪零導分の最初の例を，各 n ≥ 3に対

して与えた．例えば n = 3のとき，整数 l ≥ 1に対し f := x1x3 − x22, r := f lx2 + x2l+1
1 ,

g :=
f2l+1 + r2

x1
=
f2l(x1x3 − x22) + (f lx2 + x2l+1

1 )2

x1
= f2lx3 + 2f lx2l1 x2 + x4l+1

1
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とおき，D(f,g) : k[x] → k[x]を

D(f,g)(h) :=

∣∣∣∣ ∂(f, g, h)

∂(x1, x2, x3)

∣∣∣∣ (h ∈ k[x])

で定義する．このとき，D(f,g) は局所冪零導分であり，さらに k[x]D(f,g) = k[f, g]を満た

す (cf. [14, §4.1])．f , g は 1次の項を持たないので，1次の項を持つ多項式は k[f, g]に属

さない．よって，k[x]D(f,g) = k[f, g]であることから rankD(f,g) = 3 が直ちに従う．

上の例において，任意の 0 ̸= h ∈ k[f, g]に対し exphD(f,g)は野生である ([43])．n = 3

のとき，階数 3 の局所冪零導分の他の多くの例に対し同様の結果がある ([40, §7], [41]).

従って，n = 3のとき，“expD が順ならば rankD ≤ 2”と予想するのが自然だが，私は

より強い次の予想を立てている．以下の 3つの予想では n = 3, D ∈ LNDk k[x]とする．

予想 6.1 expD が順ならば，k[x]D は少なくとも 1つ k[x]の順座標を含む．

ϕ−1Dϕが三角となるような ϕ ∈ T3(k)が存在するとき，expϕ−1Dϕは順なので

expD = ϕ ◦ (expϕ−1Dϕ) ◦ ϕ−1

も順である．この逆が成り立つと予想している．

予想 6.2 expD が順ならば，ϕ−1Dϕが三角であるような ϕ ∈ T3(k)が存在する．

k[x]D が k[x] の順座標を少なくとも 1 つ含むとき，予想 6.2 は正しいことを示した

([40, Thm. 3.1.3 (i)], [41]). 従って，予想 6.1が正しければ予想 6.2も正しい．一方，三

角導分の核は必ず順座標を含むので，ϕ−1Dϕが三角であるような ϕ ∈ T3(k)が存在する

とき，k[x]D は k[x]の順座標を少なくとも 1つ含む．よって，予想 6.2が正しければ予想

6.1も正しく，これら 2つの予想は同値である．予想 6.2が正しければ次の予想も正しい．

予想 6.3 ある f ∈ k[x]D \ {0}が存在して exp fD が順ならば，expD は順である．

より正確に，Σ ⊂ LNDk k[x]が次の 2つの条件を満たすとき，任意の D ∈ Σに対して

予想 6.3は正しい．

(i) 任意の f ∈ k[x]D, D ∈ Σに対して fD は Σに属する．

(ii) 任意の D ∈ Σに対して予想 6.2は正しい．

実際，D ∈ Σ, f ∈ k[x]D \ {0} が exp fD ∈ T3(k)を満たすとき，(i)より fD ∈ Σな

ので，(ii)よりある ϕ ∈ T3(k)が存在して (fD)ϕ = ϕ−1(f) · ϕ−1Dϕ が三角となる．こ

のとき，ϕ−1Dϕは三角である．ϕは順なので，予想 6.2の上で述べたように expD は順
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である．例えば，核が順座標を含むような局所冪零導分全体の集合は明らかに (i)を満た

し，上述のように (ii)も満たす．よって，このような局所冪零導分に対して予想 6.3は正

しい．

ところで，自己同型の順性の概念は，座標系のとり方に依存する．例えば，y1, . . . , yn ∈
k[x] が k[y1, . . . , yn] = k[x]を満たすとき，ϕ ∈ Autk k[x]が

ϕ(yi) = yi (i = 1, . . . , n− 1), ϕ(yn) = yn + 1

で定義される．y1, . . . , yn を基準に考えれば ϕは明らかに順だが，x1, . . . , xn を基準に考

えた場合，ϕが順であるか否かは y1, . . . , yn の選び方による．実際，n = 3の場合に次の

ような例が存在する ([40, Thm. 6.1.1], [41]):

(†) ϕ(y1) = y1 を満たす任意の idk[x] ̸= ϕ ∈ Autk k[x]は野生である．

この例の (y1, y2, y3)は，ある種のD ∈ LNDk k[x]に対する expDとして与えられた．な

お，条件 (†)は Autk[y1] k[x] ∩ T3(k) = {idk[x]} と同値であり，これも前節末で述べた順
交叉に関する結果の 1つである．

最後に 0 ̸= D ∈ LNDk k[x]の核 k[x]D の生成系について触れる．上述のように，n = 2

ならば Rentschler [59]より rankD = 1なので，k[x]D は 1つの元で生成される．n = 3

のとき，宮西 [54]より k[x]D は k 上 2個の元で生成される．これらの結果は非常に有用

である．一方，第 1節で見たように，n ≥ 5では D が三角でも k[x]D は有限生成とは限

らない．Daigle-Freudenburg [10]は，n = 4でDが三角のとき k[x]D が有限生成である

ことを示した．Bhatwadekar-Daigle [6]はこの結果を一般化し，n = 4, rankD ≤ 3なら

ば k[x]D は有限生成であることを示した．次の問題は依然として未解決である．

問題 6.4 n = 4のとき，k[x]における階数 4の局所冪零導分の核は常に有限性成か？

7 消去問題と線形化問題

本節では，特に断らない限り k は標数 0の体とする．D ∈ LNDk k[x]がスライス z を

持つとき，スライス定理より D = d/dz である．このとき rankD = 1であるか？実は，

この問題は以下で述べる消去問題と同値である．

Aを k[x]の k 部分代数とする．k[x] = A[z]を満たす A上の超越元 z ∈ k[x] が存在す

るとき k[x] = A[1] と表す．このとき，π : k[x] = A[z] ∋ f(z) 7→ f(0) ∈ Aは k 代数の全

射準同型なので，A = π(k[x])は k 上高々 n個の元で生成される．
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問題 7.1（消去問題） k[x]の k部分代数 Aが k[x] = A[1] を満たすとき，Aは k上 n− 1

個の元で生成されるか？

実際，問題 7.1の仮定の下，k[x] = A[z]における局所冪零導分D = d/dzは k[x]D = A

およびD(z) = 1を満たす．従って，“D ∈ LNDk k[x]がスライスを持つとき rankD = 1”

という主張が真ならば，A = k[x]D は n− 1個の元で生成される．一方，D ∈ LNDk k[x]

がスライス z を持つとき，定理 3.1 より k[x] = (k[x]D)[1] である．従って，問題 7.1の

解が肯定的ならば，k[x]D = k[y1, . . . , yn−1]を満たす y1, . . . , yn−1 ∈ k[x]D が存在する．

このとき，θ = (z, y1, . . . , yn−1)は k[x]の自己同型であり，Dθ = ∂/∂x1 を満たす．

問題 7.1は z が k[x]の座標の場合は易しい．実際，k[x] = k[z1, . . . , zn−1, z] を満たす

z1, . . . , zn−1 ∈ k[x]が存在するので

A ≃ A[z]/(z) = k[z1, . . . , zn−1, z]/(z) ≃ k[z1, . . . , zn−1]

が成り立つ．前節で見たように，n = 2, 3 のとき，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x] に対し

k[x]D は k 上 n − 1 個の元で生成される．問題 7.1 において A は d/dz の核と等しいの

で，この場合も肯定的である (cf. [1], [18], [53])．Crachiola–Makar-Limanov [7]は，有

限生成 k 整域 Aに対し “LNDk A = {0} ⇒ LNDk A[z] = LNDAA[z]” が成り立つこと

に着目し，n = 3の場合のより簡単な証明を与えた．なお，char k > 0の場合も n = 2, 3

のときは肯定的だが，n ≥ 4では反例が存在する (cf. [2], [19], [20]).

次に，ϕを Autk k[x]の元とする．ϕ = (x1, . . . , xn)Aを満たす A ∈ GLn(k) が存在す

るとき，ϕは線形であるという．θ−1 ◦ ϕ ◦ θ = (x1, . . . , xn)Aを満たす θ ∈ Autk k[x]と

A ∈ GLn(k)が存在するとき，ϕは線形化可能であるという．特に，Aを対角行列にとれ

るとき，ϕは対角化可能であるという．ϕが対角化可能であるための必要十分条件は，

k[f1, . . . , fn] = k[x], ϕ(fi) = αifi (i = 1, . . . , n)

を満たす f1, . . . , fn ∈ k[x]と α1, . . . , α ∈ k× が存在することである．従って，ϕ ̸= idk[x]

が対角化可能ならば，k[x]の座標 f と α ∈ k \ {1, 0}が存在し，ϕ(f) = αf を満たす．

A ∈ GLn(C)が，ある l ≥ 1に対し Al = E を満たすとき，Aの最小多項式は xl − 1

の因子なので重解を持たない．よって，行列 Aは対角化可能である．従って，C[x]の自

己同型は，線形かつ有限位数ならば対角化可能である．次の問題は Kraft [27]の “eight

challenging open problems in affine spaces”の 1つであり，n ≥ 3の場合は未解決であ

る (cf. [26]). 上の注意より，「対角化可能」を「線形化可能」に変えても問題の意味は変

わらない．
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問題 7.2（線形化問題） C[x]の自己同型は，有限位数ならば常に対角化可能か？

この問題の主張は非常に強く，仮にある d ≥ 2 が存在し，C[x] の位数 d の任意の自

己同型が対角化可能ならば，k = C の場合の問題 7.1 が肯定的に解決する．実際，ζ を

1の原始 d乗根とするとき，A代数 k[x] = A[z]の位数 dの自己同型 ϕが ϕ(z) = ζz で

定義される．仮定より ϕ は対角化可能なので，座標 p(z) と α ∈ C \ {1, 0} が存在し，
p(ζz) = ϕ(p(z)) = αp(z)を満たす．このとき，(α − 1)p(z) = p(ζz) − p(z)は z で割り

切れるが，p(z)は座標なので k[x]の既約元である．従って，z と p(z)は同伴であり，z

も k[x]の座標である．

問題 7.2は，簡約代数群のアフィン空間への作用の線形化可能性を問う「上林の線形化

問題」の特別な場合である (cf. [23])．n = 2 の場合の上林の問題は肯定的に解決してお

り，そこでは AutC C[x1, x2] = T2(C)であることが本質的な役割を果たす．高次元では

反例が見つかっており，有限群の場合の反例も存在する (cf. [24], [50], [61]). しかし，有

限アーベル群に対する反例は見つかっていない．なお，char k = p > 0 の場合，例えば

(x1 + 1, x2) ∈ Autk k[x1, x2]の位数は pだが，k2 ∋ (a1, a2) 7→ (a1 + 1, a2) ∈ k2 が固定

点を持たないので線形化可能でない．実際，線形自己同型ならば原点が固定されるので，

線形化可能ならば固定点が必ず存在する．浅沼 [2]は n ≥ 4のとき，位数が pで割り切れ

ないような有限アーベル群に対して線形化問題の反例を与えた．

係数環が体でない場合の線形化問題を考える．k の標数は任意とし，k が代数閉体であ

ることも仮定しない．Rを k 整域とし，Gを AutRR[x]の部分群とする．θ−1Gθ が

Dn(k) := {(a1x1, . . . , anxn) | a1, . . . , an ∈ k×}

に含まれるような θ ∈ AutRR[x]が存在するとき，Gは対角化可能であるという．R の

商体をK とすれば，AutRR[x]は AutK K[x]の部分群と見なせる．θ−1Gθ ⊂ Dn(k)を

満たす θ ∈ AutK K[x]が存在しても，このような θ を AutRR[x]からとれるとは限らな

い．そのため，Gは K 上で対角化可能でも，R上で対角化可能であるとは限らない．次

の結果は黒田 [44, Thm. 1.1 (i)]による．

定理 7.3 Rが PIDのとき，AutRR[x1, x2]の部分群 GがK 上で対角化可能ならば，G

は R上で対角化可能である．

定理 7.3は任意の体 k に対して成り立つが，k = Cで Rが C上有限生成な PIDの場

合は Kraft-Russell [28, Thm. 3.2]に含まれる．

定理 7.3から次の系が従う
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系 7.4 Rを PID, Gを AutRR[x1, x2]の有限アーベル部分群とする．kが 1の原始 d乗

根を含むならば，Gは R 上で対角化可能である．ただし，d := max{ordϕ | ϕ ∈ G}と
する．

上の系において R = k[x3]とすれば，Autk k[x1, x2, x3]の有限アーベル部分群の線形

化に関する部分的な結果が得られる．

以下では再び k の標数は 0とする．0 ̸= δ ∈ LNDk k[x]を任意にとり，Autk k[x]の部

分群 Autk[x]δ k[x]について考察する．この部分群は，第 5節で述べた順交叉の観点から

も興味深い．任意の D ∈ LNDk[x]δ k[x]は k[x]D ⊃ k[x]δ を満たすから，

expD ∈ Autk[x]D k[x] ⊂ Autk[x]δ k[x]

が成り立つ．よって，
Nδ := {expD | D ∈ LNDk[x]δ k[x]}

は Autk[x]δ k[x] に含まれる．実は，Nδ は Autk[x]δ k[x] の正規部分群である．以下では

Autk[x]δ k[x]や剰余群 (Autk[x]δ k[x])/Nδ に関して得られている結果を述べる (cf. [46]).

定理 7.5 k[x] ̸= (k[x]δ)[1] ならば，剰余群 (Autk[x]δ k[x])/Nδ は k× の有限巡回部分群

と同型であり，(Autk[x]δ k[x]) \ Nδ に属する自己同型の位数は常に有限である．

なお，任意の 0 ̸= D ∈ LNDk k[x]と l ≥ 1に対して (expD)l = exp lD ̸= idk[x]が成り

立つので，Nδ \{idk[x]} に属する自己同型の位数は常に無限である．また，Aを A×∪{0}
が体であるようなQ上の UFDとするとき，定理 7.5は k[x], k× をそれぞれ A, A× に替

えても成り立つ．

以下では kを代数閉体とする．次の 2つの定理の証明に，有限位数の自己同型の線形化

に関する [44]の結果が使われる．

定理 7.6 n ≥ 3, rank δ = 2と仮定する．

(1) (Autk[x]δ k[x]) \ Nδ の任意の元は有限位数かつ線形化可能である．

(2) δ が既約のとき，Autk[x]δ k[x] ̸= Nδ ならば δ は三角化可能である．

ここで，δ が既約であるとは，δ(x1), . . . , δ(xn)が共通因子を持たないときにいう．

定理 7.7 n = rank δ = 3のとき，(Autk[x]δ k[x]) \Nδ の任意の元は有限位数であり，か

つ線形化可能でない (Autk[x]δ k[x] = Nδ の可能性もある).
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