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1 はじめに

本稿は，プレプリント [6]に基づいて行った 2016年の代数学シンポジウム

での講演内容をまとめたものである．

2 主定理の紹介

Vojtaの主予想 [3, Main Conjecture 3.4.3]とは，代数体 k，k上定義され

る滑らかな射影代数多様体 X，k 上定義される正規交叉因子 D ごとに定ま

る，X の k有理点が満たすとされる高さ関数の不等式である．代数多様体の

標準因子が負であればあるほど，正規交叉因子に有理点が近づけると主張し，

「幾何が整数論を制御する」という哲学が明示化される一つの方法となってい

る．大変難解な予想とされており，Faltingsにより証明されたMordell予想

や，ディオファントス近似の金字塔とされる Schmidtの部分空間定理も，特

別な場合として含んでしまっている．また，「一般型の代数多様体には k有理

点が Zariski稠密にはない」と主張する Bombieri–Lang予想や，2012年に京

都大学数理解析研究所の望月新一教授により証明が発表された abc予想も導

ける (Vojta [4]）ことが分かっている．

このような背景から，Vojta主予想が正しいと証明できる具体例の構築は

重要である．高さ関数が具体的に計算できる代数曲面として，射影平面から

(infinitely nearなものも含めて)繰り返しブローアップすることで得られる

多様体が考えられる．まず，次の定理を証明した．

定理 1. L1, L2, L3 ⊂ P2をQ上定義できるような，一般の位置にある 3直線

とする． P2 を L1 \ (L2 ∪ L3)の点で一度ブローアップしたものを X1 と呼

び，このときの例外因子を E1 とする．n ≥ 2に対しては，En−1 ∩ L̃1 に含

まれる唯一の点でXn−1をブローアップしたものを，Xnと帰納的に定義し，

このときの例外因子を En とする．このとき，Xn とその上の因子

L̃1 + L̃2 + L̃3 + Ẽ1 + · · ·+ Ẽn−1 + En
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に関する Vojta予想が成り立つ．

ここで，̃·はXnへの strict transformを指している．定理 1では，必ず L̃1

との交点でブローアップを続けていったが，同じX1から始めて交点をブロー

アップし続けるものの，一度は L̃1 との交点ではないところでブローアップ

した状況を考えたのが次の 2つの定理である．

定理 2. L1, L2, L3 ⊂ P2をQ上定義できるような，一般の位置にある 3直線

とする． P2を L1 \ (L2 ∪L3)の点で一度ブローアップしたものをX1と呼び，

このときの例外因子をE1とする．n ≥ 2に対しては，L̃1, Ẽ1, . . . , Ẽn−2, En−1

のうちの 2つが交わる点でXn−1 をブローアップしたものをXn と帰納的に

定義し，このときの例外因子を En とする．また，少なくとも一度のブロー

アップは L̃1 上にない点で行われるとする．このとき，Xn とその上の因子

L̃1 + L̃2 + L̃3 + Ẽ1 + · · ·+ Ẽn−1 + En

に関するVojta予想を仮定すると，次の集合に対する abc予想を導ける：kを

代数体, S を素イデアルの有限集合とし，

{(a, b, c) : a ∈ k, aOk の素イデアル分解は

S に含まれる素イデアルで書ける, b = 1− a, c = 1}.

逆に：

定理 3. L1, L2, L3 ⊂ P2をQ上定義できるような，一般の位置にある 3直線

とする． P2を L1 \ (L2 ∪L3)の点で一度ブローアップしたものをX1と呼び，

このときの例外因子をE1とする．n ≥ 2に対しては，L̃1, Ẽ1, . . . , Ẽn−2, En−1

のうちの 2つが交わる点でXn−1 をブローアップしたものをXn と帰納的に

定義し，このときの例外因子を En とする．このとき，abc予想を仮定する

と，Xn とその上の因子

L̃1 + L̃2 + L̃3 + Ẽ1 + · · ·+ Ẽn−1 + En

に関する Vojta予想を導ける．

これらの定理で扱う典型的状況を図解したものが図 1である．三角形のう

ち，水平な直線L1にだけのっている点をブローアップしたものがX1である．

このとき，例外因子との交点は一つしかないので，そこをブローアップした

ものがX2となる．X2において，水平な直線 L̃1との交点をブローアップし

たものが，図解されたX3である．上の図において，X3の黒く塗られた点で

ブローアップしたら定理 1の状況となり無条件に Vojta予想が証明でき，塗

られていない 2点のいずれかを次にブローアップしたら定理 2や 3の範疇と

なり abc予想との相互関連性がある状況になる．下の図では，X2においては

L̃1との交点をブローアップするものの，X3においては L̃1にない点 (この場
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合は E2 と E3 との交点）をブローアップしている．この場合，L̃1 にない点

を一度ブローアップしているので，得られた X4 においてどの 4点を次にブ

ローアップしたとしても，定理 2や 3の範疇となり，abc予想との相互関連

性がある状況となる．
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図 1: ブローアップの図解

ブローアップを行うと，例外因子に対する高さ関数が最大公約数の式とな

るので，ブローアップ上での Vojta予想は，最大公約数に関する不等式とな

ることが多い (詳しくは Silverman [2]を参照のこと）．本稿の定理の結果か

らも最大公約数に関する非自明な不等式を得られるが，証明に触れないと具

体的な式を紹介しづらいので，次節 ((2)式)に行う．

先行研究としては，[5]において，X1における Vojta予想を証明している．

Vojta予想はブローアップするごとに，より強い主張となるので，この結果

が定理 1の一番簡単な場合となっている．また，X1で E1上の一般の点をブ

ローアップした場合 (本稿でのX2とは少し違う，射影平面の 2重ブローアッ

プ)の Vojta予想が，定理 2の場合と同じ abc予想の特別な場合を導くこと

も，同じ論文で証明した．ちなみに，始めに三角形の交点で P2をブローアッ

プした場合 Vojta予想は非常に自明な主張である．逆に，どの直線にものら

ない点から始めると，一度ブローアップした空間でのVojta予想が未解決で，

大変難解であろうと思われている．ただ，3直線に対する整数点集合におい
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ては，Vojta予想の高さ不等式が成り立つことが，Corvajaと Zannier[1]に

より示されている．

3 証明の概略

定理 1に関しては，基本方針は論文 [5]と同じで，まず，ブローアップによっ

て構築される例外因子の局所方程式を計算する．これにより，高さ関数を最大

公約数の式として明示的表示できるようになるので，あとは上手に Schmidt

の部分空間定理を活用することで，示すことができる．

定理 2と 3の証明には，Farey数列，特に Stern–Brocot樹と呼ばれる形で

整理されたものが活躍する．0
1 と

1
1 から始めて，分母同士，分子同士足した
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図 2: Stern–Brocot樹

ものを間に挿入し続けることでこの樹は作られている．定理 2と 3の状況で，

「Xn−1からのブローアップを必ず一番最近に構築された例外因子 En−1との

交点で行う」という追加条件をつけると，Xn上の例外因子Enの v進局所高

さ関数は，

gcd+v

(
(x− 1)bn

yan
,

ycn

(x− 1)dn

)
と表すことができる．ここで，gcd+v とは，分子の最大公約数の v進部分の対

数をとったもので，an

bn
と cn

dn
は，Stern–Brocot樹のレベル nにある隣同士の

分数である．これで Farey数列が本稿の定理と関連があることが分かる．

ただ，定理 2と 3の状況の Vojta予想を調べるには，Farey数列に関して

知られている性質だけでは無理と思われ，次の新しい性質が必要となった．

定理 4. α ∈ Q∩ (0, 1)が，レベル (n+1)で初めて Stern–Brocot樹に登場す

るとする．また，レベル iにおいて，αが ai(α)
bi(α)

と ci(α)
di(α)

の間にあるとする．
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このとき，Iα =

(
an(α)

bn(α)
,
cn(α)

dn(α)

)
上で関数 φα を

φα(x) =

n∑
i=1

min

(
bi(α) · x− ai(α), ci(α)− di(α) · x

)
(1)

と定義すると，この関数の最大値は x = αのときの (αの分母)−1
αの分母 である．

定理 2の証明では，初めて L̃1 との交点でないところでブローアップする

のが n回目だとして，このときの Vojta予想に着目する．aが S 単数で整数

の場合，a− 1の素因数分解
∏

pnp に対して，

mp =


0 np = 1

np

2 · (2n− 3) np が偶数
np(2n−3)−1

2 np が 3以上の奇数

とし，b =
∏

pmp とおく．Vojta予想の不等式に点 [a : b : 1]を代入し，定理

4を使って高さ関数を評価することで，abc予想の特別な場合を導いていく．

定理 3の証明においての一番のアイディアは，空間Xn ごとに Vojta予想

の不等式を
:::::::
考えないことである．Vojta予想には，不等式が成り立たなくて

もよい「例外集合」が許されているので，Xnの点のうち P2と同一視できる

ような点でだけ Vojta不等式を示せばよい．そこで，P2 の点 P と非アルキ

メデス付値 vごとに，一番 Vojta予想の不等式が成り立たなさそうなブロー

アップを考える．この「最悪」な状態において定理 4を使って点 [a : b : 1]で

高さ関数の評価をすると，a − 1の v 進付値より一つ少ない位の高さ関数の

大きさとなる．これは，定理 4を α = v(b)
v(a−1) で使うことにより従う．(P, v)

にとって「最悪」の場合でこうなので，一般のXn の場合はこれより悪化す

ることはない．abc予想によると，a − 1の素因数分解の殆どは 1乗なので，

この寄与を足したとしても，元々の aの v進付値と同じくらいにしかならな

いことが分かり証明が終わる．

最後に，本稿の定理により証明される最大公約数の不等式の一例を紹介し

よう： S を素数の有限集合，ϵを正の数としたとき, 定数 C と代数曲線の有

限集合 Zϵ が存在して，

gcd(a− 1, b) +
∑
p/∈S

n∑
i=1

gcd+p

(
(a− 1)bi

bai
,

bci

(a− 1)di

)
< ϵ logmax(|a|, |b|) + log |ab|′S + C (2)

が (a, b) ∈ Z2 \ Zϵ で成り立つ．ここで，整数 nに対して |n|′S とは nの素因

数分解のうち Sの外の部分を指し，ai

bi
と ci

di
は Stern–Brocot樹のレベル iで

隣接する分数である．
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