
標数が奇素数の場合の
二次元非可換Lubin-Tate理論
の局所的証明とその周辺

津嶋貴弘

1 導入と背景

この節では研究の背景や動機について歴史的な事柄にもふれながら概観したい。
フェルマー予想 (F): 「rを 3以上の整数とする。このとき、

Xr + Y r = Zr, XY Z ̸= 0

をみたす整数の組 (X, Y, Z)は存在しない。」
この予想はFreyのアイデアを受けてRibetにより志村・谷山予想の特別な場合に帰着され、1994
年にWilesは、その特別な場合を示すことでフェルマー予想を解決した。志村・谷山予想は大
雑把には次の二つの対象の結び付きを予想している。

志村・谷山予想 (ST): ガロワ表現 (代数的対象) ←→ 保型形式（解析的対象) (1.1)

左辺は有理数体Qの絶対ガロワ群GQ = AutQ(Q)の連続表現のことである。右辺は上半平面
H = {z ∈ C | Im z > 0}上の保型性をみたすある種の正則関数のことである。このように左辺
は代数的な対象で右辺は解析対象で各々独立に長らく研究されてきたものである。志村氏は保
型形式に対して二次元のガロワ表現を構成した。ある種のガロワ表現が保型形式からくるとい
うのが志村・谷山予想のおおまかな内容である。上の二つの出自の異なる対象を結び付ける橋
渡しの役割を果たすのがモジュラー曲線である。標語的には

モジュラー曲線 = {楕円曲線, レベル構造 }の組の同型類のモジュライ

となる。レベル構造の種類に応じてX0(p
m), X1(p

m), X(pm) (pは素数)などと表記される (cf.
[KM]や [Sa]を参照)。これらは古典的にはコンパクトリーマン面として調べられ、代数幾何の
発展に伴ってQ上の射影スムーズ曲線として調べられた。更に重要なことは、これらのZ上の
モデルの性質が詳しく調べられたことである。この発展のキーアイデアはDrinfeldによる適切
なレベル構造の定義である ([Dr]と [KM, Introduction]を参照)。任意の素数 pに対してZ→ Fp

という環の射による底変換でZ上の多様体Xを還元できる。還元で得られるFp上の多様体XFp

がスムーズになればXは pで良い還元を持つという。上のモジュラー曲線達はいずれも pで良
い還元を持たない。良い還元の次に「良い」還元を安定還元という。 X0(p)は pで安定還元を
持ち、その還元の様子が詳しくわかっている (井草, Deligne-Rapoport, Katz-Mazur)。この事実
は (F)を (ST)に帰着させる際に重要な役割を果たす。その後の研究で、m = 2, m = 3, m = 4
の場合のX0(p

m)の安定還元はそれぞれ [E], [CMc], [T2]において与えられている。m ≥ 5のと
0千葉大学理学研究科

E-mail addresses: tsushima@math.s.chiba-u.ac.jp, or affa4282@chiba-u.jp

1



きは、X0(p
m)の安定還元の具体的な様子は知られていない。

(1.1)の対応はLanglandsにより表現同士の対応として再定式化された。現在Langlands対応と
呼ばれ盛に研究されている。

(大域)Langlands対応 : ガロワ表現 ←→ 保型表現

この対応は各素点ごとの局所Langlands対応に分解される。局所Langlands対応の方は後ほども
出てくるので少し正確に述べる。F を非アルキメデス局所体とする。OF をその整数環とする。

局所 Langlands対応 : GLn(F )の既約尖点表現の同型類
1:1←→ n次元既約ガロワ表現の同型類

([Yo3]を参照)。左から右への一対一対応写像を LLと書く。n = 1のときには局所類体論にな
る。この対応はL因子や ϵ因子を保つ数論的に意味のある対応になっている。この対応の仲間
として局所 Jacquet-Langlands対応というものがある。DnをHasse 不変量 1/nの F 上の中心
斜体とする。D×

n をその乗法群とする。局所 Jacquet-Langlands対応は以下の二つの集合の一対
一対応を与える。

GLn(F )の既約尖点表現の同型類
1:1←→ D×

n の既約許容表現の同型類

この左から右への一対一対応写像を JLと書く。この二つの対応の詳細については例えば [Hen]
を参照。この二つの対応がLubin-Tate空間という rigid analytic空間のエタール・コホモロジー
の中に実現されるだろう、というのが非可換 Lubin-Tate理論 (Deligne-Carayol予想)であ
る。n = 2, F = Qp, p ̸= 2の場合を、大域的な保型表現論に基づいて最初にDeligneが示した。
Carayolは後ろの二つの条件を外し、一般の nに関して予想を定式化した。非可換 Lubin-Tate
理論は [Bo], [HT]において大域的な保型表現論や志村多様体・Drinfeldモジュラー多様体を使っ
て示されている。非可換 Lubin-Tate理論の n = 1の場合は Lubin-Tate理論 ([LT])と等価にな
る。Lubin-Tate理論は局所類体論の局所的理論を与えるものだった (cf. [Iw], [Yo2, §2])。最初、
局所類体論は大域類体論の系として証明された。その後Lubin-Tate理論により、簡明な局所的
証明が与えられた (この辺りの歴史的な事情については [Iw, Preface]を参照)。Lubin-Tate理
論によれば F のアーベル拡大は、高さ 1, 一次元の形式OF 加群の等分点を全て F に添加した
体と F の最大不分岐拡大体との合成体として明示的に構成される。非可換 Lubin-Tate理論は
Lubin-Tate理論の一般化・非可換化であることを標榜しており、Lubin-Tate理論は局所類体論
の局所的理論を与えるものであったので、非可換 Lubin-Tate理論も局所的な理論として確立
されるべきだと考えている。そのような問題意識の下、F の標数が pで p ̸= 2のときにこの予
想を局所的に証明したというのが本稿で紹介したい [T3]の主定理である。以下の節では何を調
べることでこれが可能になったか、またどのような既知の結果がその証明で重要であるか、要
点をかいつまんで説明したい。ここまでの話で現れた色々の予想や理論の相関図を以下にまと
める。
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重要な用語を標語的にまとめると

Lubin-Tate空間 = {形式群, レベル構造 } の組の同種類の変形空間の生成ファイバー
=モジュラー曲線の局所モデル (n = 2のとき)

Lubin-Tate理論 =形式群の等分点を使って F の最大アーベル拡大体を構成する理論

=局所類体論の局所的・構成的理論

非可換 Lubin-Tate理論 = Lubin-Tate空間のコホモロジーの中に表現の対応を構成する理論

となる。ここまでの話のより詳しい解説が [Ka]や [IY]にあるのでそちらも参照されたい。また
フェルマー予想の証明については [Sa]に詳しい。

2 非可換Lubin-Tate理論 ([Bo], [Ca])

以下、もう少し正確に Lubin-Tate空間を導入し、Deligne-Carayol予想・非可換 Lubin-Tate理
論がどのように定式化されるかを紹介する。
OF の極大イデアルを pと書く。F の代数閉包 F を固定する。F の p進完備化をCと書く。

F の中での F の最大不分岐拡大体を F urと書く。これの p進完備化を F̂ urと書く。これの整数
環を Ôと書く。これの剰余体は Fp となっている。

nを正の整数とする。Fp上の高さ nの一次元の形式OF 加群は同型を除いて唯一つ存在す
る。これをΩと書く。Ô-代数であり、剰余体が Fpとなる完備ネーター局所環のなす圏を C と
書く。非負整数 rに対して以下の関手を考える。

R(pr) : C → Sets; A 7→ {(FA, ι, ϕ)}.

但し、右辺は (FA, ι, ϕ)という三つ組の同型類の集合とする。ここで、FAはA上の形式OF 加
群で、ι : Ω ∼−→ FA ⊗A Fp は同型であり、ϕ : (OF/p

r)⊕n → FA[p
r]はDrinfeldレベル構造であ

る。この関手R(pr)は正則局所環により表現可能であることが [Dr, Proposition 4.3]において示
されている。形式スキーム Spf R(pr) の生成ファイバーをX(pr) と書く。これは F̂ ur 上の rigid
analytic空間というものになる (rigid analytic空間については [BGR]を参照)。更に

· · · → X(pr+1)→ X(pr)→ · · · → X(p)→ X(1) (2.1)

と rigid analytic空間の射影系を成す。
さて非可換 Lubin-Tate理論を定式化するためには、rigid analytic空間のエタールコホモロ

ジーが必要である。スキームに関しては SGAにおいてDeligne, Grothendieckらによりエター
ルコホモロジー理論が発展せられた (cf. [Del])。rigid analytic空間のエタールコホモロジーに
関しては van der Put-de Jong, Berkovich, Huberらにより発展せられた。Berkovich, Huberら
はそれぞれ rigid analytic空間の概念を拡張して、より広いクラスの空間に関しエタールサイト
を定義している (cf. [Be], [Be2], [Hu], [Hu2]を参照)。それらの空間はそれぞれBerkovich空間、
adic空間と呼ばれている。エタールサイトからはエタールコホモロジーが定義される。例えば
[Hu2]においては、rigid analytic空間のコンパクト台を持つエタールコホモロジーは、adic空
間の枠組みでそれの部分的なコンパクト化を取ることで、スキームの場合と類似的に定義され
る。rigid analytic空間の枠組みではコンパクト化の存在がわからないので、このような所でも
空間概念を拡張しておく必要がある。詳しくは [Hu2, p.19]を参照されたい。F̂ urからCへの
X(pr) の底変換をX(pr)C と書く。ℓを pと異なる素数とする。整数 iに対してX(pr)C の i番
目のコンパクト台付きのエタールコホモロジーを

H i
r = H i

c(X(pr)C,Qℓ)
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と書く。射影系 (2.1)の引き戻しにより帰納系{H i
r}∞r=0を得る。X(pr)はn−1次元の rigid analytic

空間であり、以下では中間コホモロジーに注目する。

Hn = lim−→
r

Hn−1
r (2.2)

とおく。WF をF のヴェイユ群とする。このHnには直積群Gn = GLn(F )×D×
n ×WF のある部

分群 P が作用する。この P 表現HnのGnへの誘導表現を Unと書く (cf. この辺りの話は [Bo],
[Ca]を参照)。

定理 2.1. (n次元非可換Lubin-Tate理論) 任意のGLn(F )の既約尖点表現πに対して、D×
n ×WF

表現としての同型
HomGLn(F )(Un, π) ≃ LL(π)⊗ JL(π)

が存在する。

定理 2.2. ([T3]) 上の定理の n = 2, char F = p ̸= 2 の場合に上の定理の局所的な証明を得た。

以下ではこの証明のポイントを解説したい。n = 2のときX(pr)は 1次元なので、これを
Lubin-Tate曲線と呼ぶ。

3 明示的局所Langlands対応 ([BH])

Bushnell, Kutzko, Henniartらによって、構築されたタイプ理論という表現論の理論がある。こ
れはGLn(F )の尖点表現を、GLn(F )の中心でわってコンパクト (compact mod center) になる
ような具体的な開部分群とその有限次元スムーズ表現を用いて具体的に構成するという理論で
ある。n = 2の場合には [BH]に詳しく述べられている。局所 Langlands対応で比較される二
つの表現の同型類の集合は、n = 2かつ p ̸= 2の場合には非常に簡明に記述できる。二つの表
現の同型類の集合は、共に許容対 (admissible pair)というものでパラメトライズされる。この
許容対が局所 Langlands対応と局所 Jacquet-Langlands対応の下でどのように振る舞うかを理
解する理論をそれぞれ明示的局所Langlands対応、明示的局所 Jacquet-Langlands対応と呼ぶ。
n = 2かつ p ̸= 2の場合に、これについてざっと雰囲気を述べたい。一般の nに関するこの理
論の進展については [Hen]にまとめられている。以下本稿では断らない限り n = 2, p ̸= 2を仮
定する。

定義 3.1. E/F を分離的な二次拡大体とする。χをE×のスムーズな指標とする。
1. (E/F, χ)が許容対であるとは、以下の二条件を満たすことである。
(1) χがノルム写像E× → F×を経由せず、
(2) もし χ|U1

E
がノルム写像E× → F×を経由するならば、E/F は不分岐拡大である。

2. 二つの許容対 (E/F, χ), (E ′/F, χ′)が同型であるとは、F 上の体の同型 ϕ : E
∼−→ E ′が存在し

て χ = χ′ ◦ ϕが成立することとする。

許容対 (E/F, χ)があると χを局所類体論を通じてWEの指標と見なし、WF の二次元既約
表現 τ 0χ = IndE/Fχ が構成出来る。ここで既約性は許容対の定義から従う。さらにこの表現の
同型類は許容対の同型類にしかよらない。
許容対 (E/F, χ)が与えられたとき、D×

2 の既約許容表現 ρχとGL2(F )の既約尖点表現 πχを
作る明示的なレシピが知られている。出来上がる ρχ, πχは許容対 (E/F, χ)の同型類にのみ依
存する。
非アルキメデス局所体Lに対してその整数環の極大イデアルを pL と書き、正の整数 kに対

して Uk
L = 1 + pkLとおく。E

×のスムーズ指標 χのスワン導手 sw(χ) を χ|Un+1
E

= 1なる最小の
非負整数 nとして定義する。
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上で述べたレシピについてすべて述べるとなかなか煩雑なので以下では、E/F が不分岐で
χのスワン導手が正の偶数の場合に、許容対 (E/F, χ)に対する πχの構成を述べる。U1

F への制
限が自明で ψ|OF

̸= 1 となる指標 ψ : F → Q×
ℓ を固定する。sw(χ) = 2(m− 1) = r − 1 ≥ 1と書

く。F 代数としての単射準同型写像
E ↪→M2(F ) (3.1)

を固定する。非負整数 k ≥ 0に対してGL2(F )の開コンパクト部分群を

Uk
M =

{
GL2(OF ) if k = 0,

1 + pkM2(OF ) if k > 0

と定める。ここで添字のMはM2(OF )というM2(F ) の orderを表し、この orderに付随する
開コンパクト部分群という意味で添字に付いている。余談ではあるが、E/F が分岐するときに

は
(
OF OF

p OF

)
という別のM2(F ) の orderとそれに付随する開コンパクト部分群を考える。任

意の元 x ∈ pmE に対して χ(1 + x) = ψ ◦TrE/F (αx) となる α ∈ p
−(r−1)
E を一つ取る。まずU1

EU
m
M

のスムーズ指標 θ を以下で定義する。任意の元 x ∈ U1
E, 1 + y ∈ Um

Mに対して

θ(x(1 + y)) = χ(x)ψ(Tr(αy)).

このとき、有限Heisenberg群の表現論を使うと、U1
EU

m−1
M の q次元既約表現 ηθで θを含むも

のが同型を除いて唯一つ存在することがわかる。更に

J1,r = E×Um−1
M

とおく。J1,rの q次元既約表現 Λχで ηθを含み、以下の二条件を満たすものが同型を除いて唯
一つ存在する。
(1) Λχ|E×は χ|⊕q

E×と同型であり、
(2) 任意の元 µ ∈ µq2−1(E) \ µq−1(F )に対してTrΛχ(µ) = −χ(µ)が成立する。
最後に

πχ = c-Ind
GL2(F )
J1,r

Λχ

とおく。ただし、右辺はコンパクト誘導である。こうして作られたスムーズ表現は既約尖点表
現であり ([BH, Theorem 15.3])、その同型類は埋め込み (3.1)の取り方によらないことも示せ
る。前述通り、これは許容類の同型類にのみ依存する。

定理 3.2. ([BH, Parametrization theorem 20.2], タイプ理論) 任意のGL2(F )の既約尖点表現 π
に対して、許容対 (E/F, χ)が存在して同型 π ≃ πχが成り立つ。更に、このような許容対の同
型類は唯一つに定まる。

残念ながらこうして構成される πχと τ 0χは局所Langlands対応で移り合わない。位数が 4の
約数であるような特別な馴分岐指標で τ 0χを捻る必要がある。この微妙なズレは [BH]において
イプシロン因子を計算することで明示的に理解されている。この補正を行った正しいWF の二
次元既約表現を τχと書くことにする。上の構成と類似的に ρχの方も適切に構成することが出
来る。
すると、明示的局所Langlands対応と明示的局所 Jacquet-Langlands対応は以下の形で述べ

られる。

定理 3.3. ([BH, §34, §56]) 任意の許容対 (E/F, χ)に対して

LL(πχ) = τχ, JL(πχ) = ρχ

が成り立つ。

[T3, §5.1]にもこの理論の要約があるので詳しくはそちらもご覧頂きたい。
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4 アフィノイドとその還元のコホモロジー ([T3])

(2.2)のエタールコホモロジーを理解することが目標である。そのためにはLubin-Tate曲線の安
定モデルを構成してその還元の様子がわかればよい。曲線の安定モデルの存在については本質
的にはDeligne-Mumfordの定理の帰結であるが rigid幾何的な設定でのそのような話は [CMc,
§2]に詳しい。しかし、安定モデルを完全に理解することは一般には難しい ([IT]や [T]にレベル
を固定した場合の計算例がある)。そこでこの文脈で表現論の重要な部分と結びつくLubin-Tate
曲線のアフィノイドを見つけてそれを (2.2)と結び付けて考えるという方針を考える (cf. [Ha])。
アフィノイドについては [BGR]を参照されたい。定理 2.2の証明では、そのようなアフィノイド
を構成し、還元を理解することが一つの大きな部分を占める。このアフィノイドに二つの系列
があり、一方はX(pr)の中に自然に住んでいるが、一方のアフィノイドはねじれた感じでX(pr)
に入っており解析が少しやりづらいので別のレベル構造を持つLubin-Tate曲線を考えた方が都
合が良い。モジュライ解釈を説明することはしないが、岩掘型のレベル構造を持つ Lubin-Tate
空間を考える。それをXIw(p

r)と書こう。これは [GL]において詳しく調べられたものである。
アフィノイドXに対してその還元をXと書く。アフィノイドの還元についての基本事項につ
いて [T3, §2.1]に要約がある。F の剰余体を Fqとする。アフィノイド

Xr ⊂ X(pr),

Yr ⊂ XIw(p
r)

で以下のような良い還元

X1 : x
qy − xyq = 1,

Xr : a
q − a = tq+1 (r ≥ 2),

Yr : a
q − a = s2

(4.1)

を持ち、例えばXr の中間コホモロジーは前節の U
[r/2]
M の表現 Λχ|U [r/2]

M
を全て含んでいるよう

なものが存在する。他のYrの中間コホモロジーの方もE/F が分岐二次拡大であるような許容
対 (E/F, χ)から定まるタイプ理論の核となるようなΛχ が定義され、それと結びつく。このよ
うに添字の rは表現の導手と関係付く整数なのだが、方程式の形は rによらずたった三種類し
かないことは不思議である。つまり群作用は rごとに異なっているが、代数幾何的には同じも
のが繰り返し現れるという現象が起きる。これらのコホモロジーへの群作用がどうなるかを理
解し、更にフロベニウス固有値等も理解することができる。
これらのアフィノイドが Lubin-Tate 空間の中でどの辺りに存在するかを少し説明する。

Lubin-Tate曲線上には CM点と呼ばれる F の分離的二次拡大体の整数環乗法を持つ特殊な
形式OF 加群に対応する点があり、これらのアフィノイドはこの点の近くに住んでいる (CM点
については [Gr]を参照)。この二次拡大体が不分岐か分岐かということでXr, Yr という二つの
系列が出てきていて、そのコホモロジーと関係付く許容対に現れる二次拡大体と一致するとい
う風になっている。r = 1のときだけ少し特殊なことがおきていて、方程式も見た目は異なる
がX1も不分岐型ということでXrの仲間と見なせる。X1の還元はDrinfeld曲線或は SL2(Fq)
に対するDeligne-Lusztig曲線と呼ばれる (この由来については [DL, p.117]を参照)。これらの
アフィノイドはCM点の近くにあることはわかるが、モジュライ解釈を用いてその正確な場所
を特定するわけではない。現状では具体的な関数を考えて、その関数が定義する適当な半径の
アフィノイドとして定義される。これらのアフィノイド上に何らかのモジュライ解釈があるか
どうかは著者には分からない。
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4.1 鍵となる観察

ここで、これらの曲線に関して以下の顕著な性質が満たされる。コンパクト台を忘れるという
標準的な以下の写像は共に同型である。

H1
c (Xr,Qℓ)

∼−→ H1(Xr,Qℓ) (r ≥ 2),

H1
c (Yr,Qℓ)

∼−→ H1(Yr,Qℓ).
(4.2)

更にこれらのコホモロジーはすべて非零である (この辺りのことは [T3, §4.2, §4.3] に詳しい)。
一般に固有的でない有限体上の代数多様体X に対して標準写像

H i
c(X,Qℓ)→ H i(X,Qℓ) (4.3)

は必ずしも同型でない。しかし、Lubin-Tate空間の部分アフィノイドで中間コホモロジーが消
えていない場合には、その還元として現れる多様体の中間コホモロジーに関して (4.3)は同型に
なると期待している。アフィノイドXr は良い還元を持つので、Huberの消滅輪体に関する結
果 [Hu2, Theorem 5.7.6]とスキームの場合の消滅輪体に関する事実 [Del2, Reformulation 2.1.5]
が適用できて標準同型

H1
c (Xr,Qℓ) ≃ H1

c (Xr,C,Qℓ), (4.4)

H1(Xr,Qℓ) ≃ H1(Xr,C,Qℓ) (4.5)

が存在する ([Mi2]も参照)。(4.2)と同様に、標準写像H1
c (Xr,C,Qℓ)→ H1(Xr,C,Qℓ)があり、次

の図式が可換になる。

H1
c (Xr,Qℓ) ≃

(4.4) //

≃
��

H1
c (Xr,C,Qℓ)

��

H1(Xr,Qℓ) ≃
(4.5) // H1(Xr,C,Qℓ).

これより同型
H1

c (Xr,C,Qℓ)
∼−→ H1(Xr,C,Qℓ)

を得る。更に標準的な写像を組み合わせて次の可換図式を得る。

H1
c (Xr,C,Qℓ)

(a) //

≃
��

H1
c (X(pr)C,Qℓ)

��

H1(Xr,C,Qℓ) H1(X(pr)C,Qℓ)制限写像
oo

(cf. [T3, Lemma 4.5]). (a)についてはスキームX とその開部分スキーム U に対して、自然な
写像H i

c(U,Qℓ) → H i
c(X,Qℓ) があったことを想起して頂きたい。上の可換図式より、写像 (a)

が単射であることが従う。全く同様に単射

H1
c (Yr,Qℓ) ≃ H1

c (Yr,C,Qℓ) ↪→ H1
Iw,r = H1

c (XIw(p
r),Qℓ)

を得る。以上の単純な議論でX(pr)やXIw(p
r)の安定モデル全体の様子が分かっていなくても、

ある一部のアフィノイドの性質 (4.2)から生成ファイバーのコホモロジーに非自明な表現が含
まれることが分かる。更に

H1
c (Xr,Qℓ), H1

c (Yr,Qℓ)

というコホモロジーは、タイプ理論の構成の核になるような本質的部分を含むことが理解出来
る。合わせると生成ファイバーのコホモロジーH1

r やH1
Iw,r にタイプ理論の核となる表現が含
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まれることが分かる。更にH1
r ⊂ U2, H1

Iw,r ⊂ U2 なのでU2にもそのような寄与があることが示
せる。r = 1の場合には (4.2)が成り立たないので、この議論ではH1

1 ⊂ U2 は示せないが、尖点
部分H1

1,cusp ⊂ H1
1 というタイプ理論と関係付く部分は U2 に単射で入っていることが示せる。

以上のことを勘案して、きちんと議論すると次の命題を得る。

定理 4.1. ([T3, Theorem 5.18]) 任意の許容対 (E/F, χ)に対して、G2同変な単射準同型写像

πχ ⊗ ρ∨χ ⊗ τ∨χ ↪→ U2

が存在する。

この命題の証明が論文 [T3]の主要部分 (§2, §3)を占めている。この定理を得るためには定
理 3.3は未だ使っていないことを注意しておく。

5 定理4.1から定理2.2を導く

定理 4.1で然るべき三つ組の表現がU2 の部分表現として入っていることが分かったが、ここか
ら定理 2.2のように対応を一つに特定するにはまだギャップがある。つまり別の三つ組が U2 の
部分表現として入っている可能性が排除出来ていない。この可能性を排除するためには [Mi2],
[St]において示されている Lubin-Tate空間のコホモロジーと局所 Jacquet-Langlands対応を結
び付ける以下の結果が必要になる。

定理 5.1. ([Mi2], [St]) 任意の尖点表現 πに対してD×
2 表現としての同型

HomGL2(F )(U2, π) ≃ JL(π)⊕2

が成立する。

この証明は大域保型表現に依らず幾何学的かつ局所的なものである。この意味で、我々の
目的に適した結果であることを注意しておく。NrdD2/F : D

×
2 → F× を被約ノルム写像とする。

また局所類体論の相互写像 aF : W
ab
F

∼−→ F× を幾何的フロベニウス写像が素元に移るように正
規化しておく。これと標準写像WF → W ab

F の合成写像も aF と書く。次の群の準同型写像を考
える。

G2 = GL2(F )×D×
2 ×WF → F×; (g, d, σ) 7→ det(g)

(
NrdD2/F (d)aF (σ)

)−1
. (5.1)

Lubin-Tate曲線の連結成分のなす集合への群作用を調べると、F×の任意のスムーズ指標と (5.1)
の合成で得られる G2 の指標による捻りで U2 が不変であることが示せる (cf. [T3, Corollary
5.15])。このことを使うと定理 2.2を示すためには πの中心指標は自明であるとしてよい。中心
指標が自明な尖点表現は、中心指標が自明なGL2(F ) のスムーズ表現のなす圏の入射的対象で
あることが知られている ([Cs, Theorem 5.4.1])。これを使うと定理 2.2の単射から次のD×

2 ×WF

同変な全射
HomGL2(F )(U2, πχ) ↠ ρχ ⊗ τχ (5.2)

を得る。D×
2 は中心でわるとコンパクトなのでD×

2 の許容表現は有限次元になる。定理 5.1と明
示的 Jacquet-Langlands対応の帰結

dim ρχ = dimJL(πχ)

を使うと全射 (5.2)の両辺の次元は等しい。故に (5.2)は同型であることが従う。ここで使った
定理 5.1に関しては、次元の情報だけが必要であったことを注意しておく。以上と定理 3.2, 定
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理 3.3を使えば定理 2.2を得て証明が完了する。ここまでの定理 2.2の証明の流れを以下の図式
にまとめておく。

Lubin-Tate曲線 CM 点の近く///o/o/o/o/o/o/o アフィノイドXr, Yr
///o/o/o/o/o/o/o/o/o/o/o 還元

中間コホモロジー
�� �O
�O
�O

定理 4.1

定理 3.2+定理 3.3+定理 5.1
��

タイプ理論の核となる部分
§4.1 の観察oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

定理 2.2

本稿で解説した定理 4.1 はGL2の場合であった。[Yo]では深さが零の表現について非可換
Lubin-Tate理論の局所的証明を与えている。[We1] はそれを一つ深いレベルの表現の場合に部
分的に一般化している。定理 2.1の証明までには至っていないが、高次元の場合のアフィノイド
の研究として [IT2], [IT3], [To]がある。これらに §4.1の考察を適用すれば、定理 2.1の命題がこ
れらの論文で対象としている特別なクラスの πに対しては証明できる。この三つは perfectoid
空間に基づいた研究である。
また p ̸= 2の場合に非可換 Lubin-Tate理論を使ってコホモロジーの情報から Lubin-Tate

曲線の安定還元に関する情報を導くという研究が [We3] にある。[We2]では p ̸= 2のときに
Lubin-Tate曲線の安定還元になるべき有限体上の安定曲線を群作用込みで構成・予想している。
p = 2のときには安定還元の既約成分にどのような曲線があらわれるのか未知な部分が多い。
少なくともレベルが低い Lubin-Tate曲線の安定還元の既約成分として F2上の同型を除いて唯
一つの超特異楕円曲線 (定義方程式は a2 + a = s3で与えられる)が現れることが [IT]により知
られている。これだけ見ても p = 2の場合は奇素数の (4.1)の様子と大分異なることが見て取れ
る。この場合にLubin-Tate曲線X(pr)の安定還元の既約成分のリストを作ることは今後の課題
である。

謝辞 今回代数学シンポジウムにて講演させて頂く貴重な機会を与えて下さったオーガナイザー
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