
頂点代数の表現と結合的代数

田辺顕一朗 (北海道大学大学院理学研究院数学部門)

e-mail : ktanabe@math.sci.hokudai.ac.jp

1 はじめに
頂点代数V とは，物理における共形場理論の代数的定式化や，ムーンシャイン予想

の解決等を目的として1986年にBorcherds[4]によって導入された可換環的な性質を
持つ代数系である．頂点代数に，Virasoro元 (共形ベクトル) ωの存在を仮定し，付随
するいくつかの条件を追加したものを頂点作用素代数 (cf. [11],[14])という．筆者は
頂点代数上の加群，特に不変部分頂点代数 V G = {a ∈ V | 任意の gに対して ga =

a} 上の加群を研究している．ここで，Gは頂点代数 V の有限位数の自己同型群で
ある．V G加群は，Borcherdsによるムーンシャイン予想の解決 [5]で中心的役割を
果たしたムーンシャイン頂点代数の構成に用いられていることもあり，活発に研
究されている．V Gの表現論でまず興味があるのは，当然 V 加群と V G加群との関
係である．V 加群は自然に V G加群となるが，さらに次のことが予想されている:

予想 1.1. [6] 頂点作用素代数 V が “よい性質”を持つならば，任意の既約 V G加群
M に対して，ある g ∈ Gとある既約 g-twisted V 加群N(定義 2.4を参照)が存在
して，M はN の部分加群になっている (1-twisted V 加群が V 加群である)．

ここで “よい性質”についての説明は省略する．自己同型の位数が小さい場合
は，ハイゼンベルグ頂点代数M(1) ([8],[10]) や正定値偶格子に付随する頂点代数
([1],[9],[20],[21])等で予想 1.1が正しいことが検証されてきた．これらの検証は，い
ずれも頂点作用素代数に付随する Zhu代数を詳細に調べることによってなされて
いる．Zhu[22]により，頂点作用素代数の既約加群 (正しくはN次数付き既約弱加
群)と，付随するZhu代数の既約加群とが一対一に対応していることが示されてい
るからである．
最近，頂点作用素代数の表現論において重要な性質であるC2余有限性に関して
大きな進展 [17]があり，それを用いて予想 1.1および関連する問題の解明が進んで
いる．
さて，ここでは V 加群ではなく，そこから次数付けの条件をはずした，弱 V 加

群とよばれる対象を考察する．弱加群は頂点代数の表現の研究の様々な場面で自然
に現れてくる (cf. [15])．予想 1.1は加群を弱加群に変えても意味をなすことから，
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弱加群の場合に予想が成り立つかどうかは，筆者自身は昔から気になっていた．し
かし，一般の弱 V 加群では範囲が広すぎること，また Zhu代数のような便利が道
具がないことから，予想を具体例で確かめてみようにもどうすればよいのか分か
らなかった．最近になってリー環の表現において，Whittaker加群という最高ウェ
イト加群ではない加群のクラスがあるのを知った．Whittaker 加群 (Whittaker ベ
クトル)は，リー環 sl2(C)の既約加群の研究 [3]において初めて現れた後，[13]に
おいて一般の複素数体上の有限次元半単純リー環の場合に研究された．Whittaker

加群は三角分解を持つリー環ならば，いつでも定義できるものであるため，その後
様々なリー環に対して調べられているようである．特にVirasoro代数のWhittaker

加群 [18]およびその拡張 [16]は，Virasoro頂点代数の既約弱加群であるが，加群
とならない例を与えていることが分かる．Virasoro代数のWhittaker 加群はまた，
[12]においても用いられている．[2]ではA

(1)
1 型のアフィンリー環のWhittaker 加

群が考察されている．一般の頂点代数に関しては，三角分解のような構造が期待
出来ないため，Whittaker 加群の類似が定義できるかどうかは不明である．しか
し，頂点作用素代数は Virasoro元を持つので，Virasoro代数としてのWhittaker

ベクトルをもつ頂点代数の加群を考えることは出来る．そこでハイゼンベルグ頂
点代数の不変部分代数M(1)+に対して，Whittakerベクトルをもつ既約弱加群の
分類をおこない，この場合にも予想 1.1 の類似が正しいことを検証できたという
のが今回の報告である．

2 頂点 (作用素)代数とその加群
まず頂点代数の定義を書いておく．

定義 2.1. 次の条件を満たす (V, Y,1)を頂点代数という:

(1) V はC上のベクトル空間.

(2) xを形式的変数として，Y は線形写像

Y ( , x) : V ⊗C V //

∈

V ((x))

∈

a⊗ b � // Y (a, x)b

である．Y (a, x)b =
∑
i∈Z

aibx
−i−1と展開を書く．

(3) 1 ∈ V で Y (1, x) = idV (V 上の恒等写像). つまり，1−1 = idV と 1i = 0 (i ̸=
−1). また，a ∈ V に対して，Y (a, x)1 = a+

∑
i≤−2 ai1x

−i−1 ∈ V [[x]].
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(4) a, b, c ∈ V に対して，Y (a, b, c|x, y) ∈ V [[x, y]][x−1, y−1, (x−y)−1]が存在して

ιx,yY (a, b, c|x, y) = Y (a, x)Y (b, y)c ∈ V ((x))((y)),

ιy,xY (a, b, c|x, y) = Y (b, y)Y (a, x)c ∈ V ((y))((x)),

ιy,x−yY (a, b, c|x, y) = Y (Y (a, x− y)b, y)c ∈ V ((y))((x− y)).

ここで

V [[x]] = {
∞∑
i=0

v(i)x
i | vi ∈ V (i = 0, 1, . . .)},

V [[x, y]] =
∞∑

i,j=0

v(i,j)x
iyj | v(i,j) ∈ V (i, j = 0, 1, . . .)},

V ((x)) = {
∑
i∈Z

v(i)x
i | v(i) ∈ V (i ∈ Z) で v(i) = 0(i ≪ 0)},

V ((x))((y)) = (V ((x)))((y))

等である．V ((x))((y)) ̸= V ((y))((x))に注意する．また ιx,yf は，f を |x| > |y|と思っ
て形式的に展開したものである．ιy,x, ιx,y−xも同様に定める．つまり，a ∈ V に対
して ιx,y(a) = ιy,x(a) = ιy,x−y(a) = aで，j, k, l ∈ Zに対して二項展開を用いて

ιx,y
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)ixj+l−iyk+i ∈ C((x))((y)),

ιy,x
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)l−iyk+l−ixj+i ∈ C((y))((x)),

ιx,y−x

(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
k

i

)
xj+k−i(−1)l(y − x)l+i ∈ C((y))((x− y)) (2.1)

と定める．例えば

ιx,y(x− y)−1 =
∞∑
i=0

x−i−1yi, ιy,x(x− y)−1 = −
∞∑
i=0

y−i−1xi,

ιy,x−yx
−1 =

∞∑
i=0

(−1)iy−i−1(x− y)i

となる．頂点代数の例は 3節で与える．
定義 2.1中の (4)は，条件 (2)の下で，Borcherds恒等式と呼ばれる次の条件と

同値である: a, b, c ∈ V と l,m, n ∈ Zに対して
∞∑
i=0

(
m

i

)
(al+ib)m+n−ic =

∞∑
i=0

(−1)i
(
l

i

)(
am+l−ibn+ic+ (−1)l+1bn+l−iam+ic

)
.
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こちらを用いたものが，よく見かける頂点代数の定義である．
頂点代数 V に対してVirasoro元 ωの存在を仮定し，いくつかの条件を追加した

ものを頂点作用素代数 (cf. [11],[14])という:

定義 2.2. (V, Y,1)を頂点代数で，ω ∈ V とする．次の条件を満たすとき，(V, Y,1, ω)
を頂点作用素代数という．

(1) L(i) = ωi+1 (i ∈ Z)としたとき，cV ∈ Cが存在して

[L(i), L(j)] = (i− j)L(i+ j) + δi+j,0
i(i2 − 1)

12
cV (2.2)

を満たす．さらに a ∈ V に対して L(−1)a = a−21となる．

(2) i ∈ Zに対して，Vi = {a ∈ V | L(0)a = ia}とおくと，V = ⊕i∈ZViと直和分
解する. さらに各 iに対して dimC Vi < ∞で Vi = 0 (i ≪ 0).

以下 V は頂点作用素代数とする．次に頂点作用素代数上の弱加群を次のように
定める．

定義 2.3. 次の条件を全て満たす組 (M,YM)を弱 V 加群という．

(1) M はC上のベクトル空間.

(2) YM( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x))

∈

a⊗ u � // YM(a, x)u

はC線形写像．YM(a, x)b =
∑
i∈Z

aiux
−i−1

と展開を書く．

(3) YM(1, x) = idM .

(4) a, b ∈ V, u ∈ M に対して，YM(a, b, u|x, y) ∈ M [[x, y]][x−1, y−1, (x− y)−1]が
存在して

ιx,yYM(a, b, u|x, y) = YM(a, x)YM(b, y)u ∈ M((x))((y)),

ιy,xYM(a, b, u|x, y) = YM(b, y)YM(a, x)u ∈ M((y))((x)),

ιy,x−yYM(a, b, u|x, y) = YM(Y (a, x− y)b, y)u ∈ M((y))((x− y))

となる．

頂点作用素代数 V に対して，g ∈ GL(V )で g(Y (a, x)b) = Y (ga, x)gb (a, b ∈ V ),

g(1) = 1, g(ω) = ωをみたすものを，V の自己同型という．V の自己同型の全体を
AutV で表す．g ∈ AutV を有限位数 T の自己同型として

V (g,r) = {a ∈ V | ga = e−2π
√
−1r/Ta}, r = 0, 1, . . . , T − 1

とおく．
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定義 2.4. 上の設定の下で，次の条件を全て満たす組 (M,YM)を弱 g-twisted V

加群という．

(1) M はC上のベクトル空間.

(2) YM( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x1/T ))

∈

a⊗ u � // YM(a, x)u

はC線形写像．YM(a, x)u =
∑

i∈(1/T )Z
aiux

−i−1

と展開を書く．

(3) a ∈ V (g,r) のとき，i ̸∈ r/T + Z ならば aib = 0. つまり YM(a, x)b =∑
i∈r/T+Z aibx

−i−1.

(4) YM(1, x) = idM .

(5) a, b ∈ V, u ∈ Mに対して，YM(a, b, u|x, y) ∈ M [[x1/T , y1/T ]][x−1/T , y−1/T , (x−
y)−1]が存在して

ιx,yYM(a, b, u|x, y) = YM(a, x)YM(b, y)u ∈ M((x1/T ))((y1/T )),

ιy,xYM(a, b, u|x, y) = YM(b, y)YM(a, x)u ∈ M((y1/T ))((x1/T )),

ιy,x−yYM(a, b, u|x, y) = YM(Y (a, x− y)b, y)u ∈ M((y1/T ))((x− y))

となる．ここで ιx,y等は (2.1)を適切に拡張して定義する．

GをAutV の部分群としたとき，不変部分空間V G = {a ∈ V |任意の gに対して ga =

a}は，V の 1とVirasoro元を持つ頂点作用素代数となる．g ∈ Gを有限位数の自
己同型とすると，g-twisted 弱 V 加群は弱 V G加群になる．
次に V 加群の定義を紹介する．

定義 2.5. M を弱 V 加群とする．M がM =
⊕
i∈C

Mi,Mi = {u ∈ M | L(0)u = iu}

と L(0)の固有空間に分解し

(1) 任意の i ∈ Cに対して dimC Mi < ∞である．

(2) 任意の λ ∈ Cに対して，Mλ+n = 0,Z ∋ n ≪ 0 となっている．

とき，M を V 加群という．

定義 2.6. g ∈ AutV を有限位数 T の自己同型とする．M を弱 g-twisted V 加群と
する．M がM =

⊕
i∈C

Mi,Mi = {u ∈ M | L(0)u = iu}と L(0)の固有空間に分解し

(1) 任意の i ∈ Cに対して dimC Mi < ∞である．

(2) 任意の λ ∈ Cに対して，Mλ+n/T = 0,Z ∋ n ≪ 0 となっている．

とき，M を g-twisted V 加群という．
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3 ハイゼンベルグ頂点作用素代数
ここでは本稿の考察の対象であるハイゼンベルグ頂点作用素代数とその不変部

分代数を紹介する．Hを 1次元ベクトル空間 (有限次元としても以下同様のことが
成り立つ)で，非退化双線形形式 ⟨−,−⟩ : H ×H → C を一つ固定しておく．Kを
記号としてC上のベクトル空間 Ĥ = H ⊗C C[t, t−1]⊕ CKに，リー環の構造を

[α(i), β(j)] = δi+j,0⟨α, β⟩K, [Ĥ,K] = 0

で定める．ただし，ここで α(i) = α ⊗ ti (α ∈ H, i ∈ Z)とおいている．Ĥの部分
リー環 Ĥ≥0 = ⊕∞

i=0H ⊗ ti ⊕ CKをとる．Ĥ≥0加群 U であって，任意の α ∈ Hと
任意の u ∈ U に対して

α(i)u = 0, i ≫ 0, Ku = u (3.1)

を満たしているものを考える．U に対して，Ĥへの誘導加群

M(1, U) = U (Ĥ)⊗U (Ĥ≥0) U

を取る．ここでU (Ĥ)は，Ĥの包絡環を表している．
α ∈ Hに対して，一次元 Ĥ≥0加群 Ceαを

β(i)eα =

{
⟨β, α⟩eα, i = 0,

0, i ≥ 1,
(β ∈ H), Keα = eα

で定める．Ceαは条件 (3.1)を満たしていることに注意する．α = 0のとき，1⊗e0 ∈
M(1,Ce0)を 1と書いて，M(1,Ce0)の元 α1(−j1) · · ·αk(−jk) ⊗ e0 (α1, . . . , αk ∈
H, j1, . . . , jk ∈ Z>0) を，α1(−j1) · · ·αk(−jk)1と表すことにする．
α1, . . . , αk ∈ Hとする．i1, . . . , ik ∈ Z に対して写像

◦
◦α1(i1) · · ·α1(ik)

◦
◦ : M(1, U) → M(1, U)

を帰納的に

◦
◦α1(i1)

◦
◦ = α1(i1),

◦
◦α1(i1) · · ·α1(ik)

◦
◦ =

{
α1(i1)

◦
◦α2(i2) · · ·α1(ik)

◦
◦ i1 < 0

◦
◦α2(i2) · · ·α1(ik)

◦
◦α1(i1) i1 ≥ 0.

(k ≥ 2)

で定め，α1(−j1) . . . αk(−jk)1 ∈ M(1,Ce0), (j1, . . . , jk ∈ Z>0)に対して

YM(1,U)(α1(−j1) . . . αk(−jk)1, x)

= ◦
◦

( 1

(j1 − 1)!

dj1−1

dxj1−1

∑
m1∈Z

α1(m1)x
−m1−1

)
· · ·

( 1

(jk − 1)!

djk−1

dxjk−1

∑
mk∈Z

αk(mk)x
−mk−1

)
◦
◦
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とおく．例えば

YM(1,U)(α(−1)1, x) =
∑
m∈Z

α(m)x−m−1,

YM(1,U)(α1(−1)α2(−1)1, x) =
∑

m1,m2∈Z

◦
◦α1(m1)α1(m2)

◦
◦x

−m1−m2−2

=
∑
m2∈Z

∑
m1<0

α1(m1)α2(m2)x
−m1−m2−2 +

∑
m2∈Z

∑
m1≥0

α2(m2)α1(m1)x
−m1−m2−2

(3.2)

となる．条件 (3.1)より，a ∈ M(1,Ce0)と b ∈ M(1, U)に対して YM(1,U)(a, x)bの
各 xi (i ∈ Z)の係数はちゃんと定まっていることが分かる．次のことはよく知られ
ている:

定理 3.1. (1) (M(1,Ce0), YM(1,Ce0),1, h(−1)21/2)は頂点作用素代数となる．こ
こで，h ∈ Hは ⟨h, h⟩ = 1となる元である．頂点作用素代数M(1,Ce0)を (ラ
ンク 1の)ハイゼンベルグ頂点作用素代数といい，以降，M(1)で表すことに
する．

(2) 任意のα ∈ Hに対して，(M(1,Ceα), YM(1,Ceα))は既約M(1)加群となる．ま
た {M(1,Ceα) | α ∈ H}は既約M(1)加群の同型類の完全代表系となって
いる．

(3) 条件 (3.1)を満たす Ĥ≥0加群 U に対して，M(1, U)は弱M(1)加群になる．

θ : M(1) → M(1)を

θ : α(−j1) . . . αk(−jk)1 7→ (−1)kα(−j1) . . . αk(−jk)1.

で定められるM(1)の位数 2の自己同型とし

M(1)± = {a ∈ M(1) | θa = ±a} (3.3)

とおく．頂点作用素代数M(1)+(= M(1)⟨θ⟩)はVirasoro元 ω = h(−1)21/2と

J = h(−1)41− 2h(−3)h(−1)1+
3

2
h(−2)21 ∈ M(1)+ (3.4)

で生成されており [7, Theorem 2.7 (2)]，さらに ω, J は次の関係式

[ωi, Jj] = (3i− j)Ji+j−1,

[Ji, Jj] = (−1392

5
ω−61− 2784

5
ω−4ω−11+ 120ω−3ω−21+

1632

5
ω−2ω

2
−11

− 56

5
ω−2J−11− 56

5
ω−1J−21+

6

5
J−41)i+j + · · · (3.5)

を満たしている．M(1)+に対しては予想 1.1が成り立つことが知られている:

7



定理 3.2. [8, Theorem 4.5] M(1)±, M(1,Ceα)
(∼=M(1,Ce−α))

(0 ̸= α ∈ H), M(1)(θ)± は既

約M(1)+の完全代表系である．ここで，M(1)(θ)は θ-twisted 既約M(1)加群で，
M(1)(θ)± = {u ∈ M(1)(θ) | θu = ±u}である．

4 ハイゼンベルグ頂点作用素代数の不変部分代数とWhit-

taker ベクトル
ここでは本稿の主結果である，M(1)+の既約弱加群のあるクラスの分類につい

て述べる．まず，Virasoro代数のWhittakerベクトルを [18],[16]に沿って紹介す
る．Vir = ⊕i∈ZCL(i)⊕CCをVirasoro 代数とし，1 ≤ s ∈ Zに対して部分リー環
Vir≥s = ⊕∞

i=sCL(i) ⊕ CCを考える．χ : Vir≥s → Cを 0でないリー環の準同型写
像とする．

定義 4.1. M をVir加群とする．0 ̸= w ∈ M は，任意の a ∈ Vir≥sに対して

aw = χ(a)u

を満たすとき，Whittaker ベクトルであるという．一つのWhittakerベクトルで
生成されているVir加群をWhittaker加群という．

Remark 4.2. (1) wをWhittaker ベクトルとするとき，(2.2)より，i ≥ 2s + 1

ならば χ(L(i)) = 0が分かる．したがって (χ(L(s)), . . . , χ(L(2s)))を指定す
れば χが定まる．(χ(L(2s − 1), χ(L(2s))) ̸= (0, 0)ならば，wから生成され
るWhittaker加群は既約となる ([18],[16]).

(2) 定義 4.1で s = 1の場合が，もともとのWhittaker ベクトルの定義である
[18]．

一般の頂点作用素代数に対しては，三角分解を持つことが期待できないため，
Whittaker加群の類似があるかどうかは不明である．Whittaker加群を考える代わ
りに，(2.2)が頂点作用素代数のVirasoro元 ωがVirの表現を与えていることに着
目して次のようにWhittakerベクトルを定める．

定義 4.3. 2 ≤ m ∈ Z, λ = (λ⌊m/2⌋+1, λ⌊m/2⌋+2, . . . , λm) ∈ Cm−⌊m/2⌋で λm ̸= 0とす
る．M を V 加群とする．0 ̸= w ∈ M は

ωiw(= L(i− 1)w) = λiw, i = ⌊m/2⌋+ 1, ⌊m/2⌋+ 2, . . . ,m (4.1)

を満たすとき，(ωに関する)λ型のWhittaker ベクトルであるという．ここで，
⌊m/2⌋ = max{i ∈ Z |i ≤ m/2}とおいている．
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3節のハイゼンベルグ頂点作用素代数M(1)を考える．rを正の整数，ζ = (ζ0, . . . , ζr) ∈
Cr+1で ζr ̸= 0とする．Ĥ≥0加群Cuζを次で定める．

h(i)uζ =

{
ζiuζ , i = 0, . . . , r,

0, i > r,
Kuζ = uζ .

弱M(1)加群M(1,Cuζ) = U (Ĥ) ⊗U (Ĥ≥0) Cuζ を簡単にM(1, ζ)と書くことにす
る．M(1, ζ)が既約であることは簡単に分かる．(3.2)より

ωiuζ(= L(i− 1)uζ)

{
∈ Cuζ , i = r + 1, r + 2, . . . , 2r + 1,

= 0, i ≥ 2r + 2,

特に，ω2r+1uζ = (ζ2r /2)uζ ∈ C×uζ が分かる．したがって，uζ はM(1, ζ)のWhit-

taker ベクトルである．また，頂点作用素代数の加群では，ω2r+1は 0以外の固有
値が持たないことがすぐに分かるので，M(1, ζ)はM(1)加群でない弱M(1)加群
であることが分かる．
Whittakerベクトルを持つ既約弱M(1)+加群について，予想 1.1の類似が正し

いことを示したのが本稿の主結果である:

定理 4.4. [19, Theorem 1.1] ωに関するWhittakerベクトルから生成されている弱
M(1)+加群Mは既約である．また，次はWhittakerベクトルをもつ既約弱M(1)+

加群の完全代表系である:

(1) M(1, ζ)(∼= M(1,−ζ)), ζ ∈ Cr × C×, r = 1, 2, . . .

(2) M(1, ζ)(θ)(∼= M(1,−ζ)(θ)), ζ ∈ Cr−1×C×, r = 1, 2, . . .. ここで，M(1, ζ)(θ)

は既約弱 θ-twisted M(1)加群である．

証明は，まず (3.4)の ω, J に関して，M(1)+での関係式をうまく見つけておく．
その関係式を用い，(3.5)と (4.1)を繰り返し使って，[18],[16]の Virasoro代数の
Whittaker 加群の場合に問題を帰着させれば，証明が完了する．
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[2] D. Adamović, R. Lü, and. K. Zhao, Whittaker modules for the affine Lie

algebra A
(1)
1 , Adv. Math. 289 (2016), 438–479.

[3] D. Arnal and G. Pinczon, On algebraically irreducible representations of the

Lie algebra sl(2), J. Math. Phys. 15 (1974), 350–359.

9



[4] R. Borcherds, Vertex algebras, Kac-Moody algebras, and the Monster, Proc.

Nat. Acad. Sci. U.S.A. 83 (1986), 3068–3071.

[5] R. Borcherds, Monstrous moonshine and monstrous Lie superalgebras, Invent.

Math. 109 (1992), 405–444.

[6] R. Dijkgraaf, C. Vafa, E. Verlinde, and H. Verlinde, The operator algebra of

orbifold models, Comm. Math. Phys. 123 (1989), 485–526.

[7] C. Dong and R. L. Griess Jr., Rank one lattice type vertex operator algebras

and their automorphism groups, J. Algebra 208 (1998), 262–275.

[8] C. Dong and K. Nagatomo, Classification of irreducible modules for the vertex

operator algebra M(1)+, J. Algebra 216 (1999), 384–404.

[9] C. Dong and K. Nagatomo, Representations of vertex operator algebra V +
L

for rank one lattice L, Comm. Math. Phys. 202 (1999), 169–195.

[10] C. Dong and K. Nagatomo, Classification of irreducible modules for the vertex

operator algebra M(1)+. II. Higher rank, J. Algebra 240 (2001), 289–325.

[11] I. B. Frenkel, J. Lepowsky and A. Meurman, Vertex Operator Algebras and

the Monster, Pure and Applied Math., Vol. 134, Academic Press, 1988.

[12] D. Gaiotto, Asymptotically free N = 2 theories and irregular conformal

blocks, Journal of Physics: Conference Series 462 (2013) 012014

[13] B. Kostant, On Whittaker vectors and representation theory, Invent. Math.

48 (1978), 101–184.

[14] J. Lepowsky and H. S. Li, Introduction to Vertex Operator Algebras and

their Representations, Progress in Mathematics 227, Birkhauser Boston, Inc.,

Boston, MA, 2004.

[15] H. S. Li, Local systems of vertex operators, vertex superalgebras and modules,

J. Pure Appl. Algebra 109 (1996), 143–195.
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