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Mackey関手・丹原関手・biset関手はいずれも有限群に付随する代数系のあいだの
演算を記述する概念である．例えば，有限群 Gに Burnside環 ΩG を対応させると，
部分群H ≤ Gおよび正規部分群による剰余 G/N に対して６種の写像

ΩH ΩG ΩG/N
""

Ind

oo Res <<

Jnd

""

Orb

oo Inf
<<

Inv

⊥

⊥

⊥

⊥

が得られる．大雑把に言うとMackey関手はこの６つのうち Ind,Resの二つを，丹原
関手は Ind,Res, Jndの三つを，biset関手は Ind,Res, Inf,Orb(= Def)の４つを扱う
概念である．そのため，上記全てを包括的に扱う枠組みを与えるために，「丹原 biset
関手」とでも呼ぶべき，biset関手と丹原関手の融合を目指すのは自然である．

1. Mackey関手

有限群 G上のMackey関手の定義を記す．Mackey関手の基本的な性質について
は [Bo97],[TW95], [W00]などを参照．

定義 1.1. G上のMackey関手M = {MH , resHK , indHK , cg,H}とは，
• 部分群H ≤ Gに対し，加群MH

• 部分群の列 K ≤ H ≤ Gに対し，制限と呼ばれる準同型 resHK : MH → MK

および推移と呼ばれる準同型 indHK : MK →MH

• 部分群H ≤ Gおよび元 g ∈ Gに対し，共役と呼ばれる準同型 cg,H : MH →
MgH

からなる加群と準同型の族であり，以下を満たすものをいう．

(i) 任意のH ≤ G, h ∈ H に対して，resHH = indHH = ch,H = id．
(ii) 任意のH ≤ Gおよび g, g′ ∈ Gに対して，cg′,gH ◦ cg,H = cg′g,H．

(iii) 任意のL ≤ K ≤ H ≤ Gに対して，resKL ◦resHK = resHL , indHK ◦ind
K
L = indHL．

(iv) 任意のK ≤ H ≤ Gおよび g ∈ Gに対して，cg,K ◦resHK = res
gH
gK ◦cg,H , cg,H ◦

indHK = ind
gH
gK ◦ cg,K．

(v) 任意のK,L ≤ H に対して

(1.1) resHL ◦ ind
H
K =

∑
LhK∈L\H/K

indLhK∩L ◦ ch,K∩Lh ◦ resKK∩Lh .

この (v)はMackey条件と呼ばれる．
以下，共役をどのように与えるかについてはしばしば省略する．
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例 1.2. 各H ≤ Gに対してBurnside環ΩHを対応させ，部分群の列K ≤ H ≤ Gに通
常の制限 resHK : ΩH → ΩK および推移 indHK : ΩK → ΩH を対応させると，Burnside
関手 Ωが得られる．

例 1.3. Qを G-加群とする．次の対応でMackey関手 P = P(Q) が得られる．これ

を固定点関手と呼ぶことにする．

• 各 H ≤ Gに対して，部分加群 QH = {q ∈ Q | hq = q (∀h ∈ H)}を対応さ
せる．

• 部分群の列K ≤ H ≤ Gに対して，制限 resHK : QH ↪→ QK は包含写像とし，

推移 indHK : QK → QK は

indHK(x) =
∑

h∈H/K

hx (∀x ∈ QK)

なる写像とする．

下記は，有限G集合の圏Gsetを用いた同値な言い換えである．部分群H ≤ Gから
は対象G/H ∈ Ob(Gset)が得られ，部分群の包含K ≤ H ≤ Gからは射G/K → G/H
が得られることに注意．

定義 1.4. 反変関手M∗ : Gset → Abと共変関手M∗ : Gset → Abの対M = (M∗,M
∗)

が以下を満たすとき，これをMackey関手という．ただし，Ab はアーベル群の圏を
表す．

(1) M∗(X) = M∗(X) が任意の X ∈ Ob(Gset) に対して成立．これを M(X)で
表す．この条件は，M = (M∗,M

∗)が共変性と反変性を併せ持つ「両変」関
手であることを意味している．

(2) M∗は加法的である．すなわち，Gset における任意の有限直和を Ab におけ
る有限直積にうつす．

(3) Gset における任意のファイバー積

X ′ Y ′

X Y

□

f ′
//

x

��
y

��

f
//

に対し，M∗(x)M
∗(f ′) = M∗(f)M∗(y)．

Mackey関手M = (M∗,M∗)から N = (N∗, N∗)への射 φ = {φX}X∈Ob(Gset) とは，

加群の射 φX : M(X) → N(X)の族であって共変部分と反変部分の両方に関し自然
であるものをいう．これにより，G上のMackey関手の圏Mack(G)が得られる．
終域の Ab を，単位元付き可換半群の圏Mon で置き換えると，半Mackey関手

の圏 SMack(G)が得られる．Mon を集合の圏 Set で置き換えても，自然にMon を
経由するため結果は同じとなる．Mack(G) ⊆ SMack(G)は充満部分圏である．

上記の様に関手の対としても定義されるMackey関手であるが，スパン圏上の単
一の関手と見做すこともできる．この結果は Lindner[L76]による．

定義 1.5. Gset から生じるスパン圏 S = S(Gset)とは，以下で定まる圏をいう．
• 対象は有限 G-集合．すなわち，Ob(S) = Ob(Gset)．
• 対象X,Y の間の射は，Gset における射の対

(X
f←− V

g−→ Y )
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の同値類とする．ただし，(X
f←− V

g−→ Y )と (X
f ′

←− V ′ g′−→ Y )が同値で
あるとは，f ′ ◦ v = f および g′ ◦ v = gを満たす同型射 v ∈ Gset(V, V

′)が存
在するときをいう．

射の合成はファイバー積を用いて定義される．圏 S において，二つの対象X1, X2の

直積が，Gset における直和X1⨿X2で与えられる．また，空集合 ∅は終対象となる．

事実 1.6. ([L76]) 圏同値 Prod(S,Set) ≃−→ SMack(G) および Prod(S,Ab) ≃−→
Mack(G)が存在する．ただし Prod で，有限積を保つ関手の圏を表す．

2. 丹原関手

Mackey関手が制限・推移（および共役）の関係を記述しているのに対し，丹原関
手はこれに乗法的推移を加えた演算の関係を記述する概念である．

定義 2.1. 射 f ∈ Gset(X,Y ) の定める引き戻し関手 f∗ : Gset/Y → Gset/X は
左随伴 f ◦ −および右随伴 Πf を持つことに注意する．この随伴性を用いると，射
p ∈ Gset(A,X) に対し，次を可換にする eが得られる．

(2.1)

X

Y

A X ×
Y
Πf (A)

Πf (A)

□f
��

poo eoo

f ′

��

π
oo

ただし，外周はファイバー積とする．この図式を f と pから定まる指数図式 とよぶ．

定義 2.2. （[Ta93, Br05]）関手の３つ組 T = (T ∗, T+, T•)が丹原関手（resp. 半丹
原関手）であるとは，以下を満たすときをいう．

(i) 加法部分 Tα = (T ∗, T+)はMackey関手（resp. 半Mackey関手）．
(ii) 乗法部分 Tµ = (T ∗, T•)は半Mackey関手．
(iii) 任意の指数図式 (2.1)に対して，T•(f)T+(p) = T+(π+)T•(f

′)T ∗(e)．

条件 (iii)を分配則とよぶ．任意の対象 X に対し，T (X)には (i)から加法群（resp.
加法的半群）の構造が，(ii)から乗法的半群の構造が入り，分配則によりこれは可換
環（resp. 可換半環）となる．
（半）丹原関手のあいだの射とは，加法部分・乗法部分のいずれについても半Mackey

関手の射を与えるような写像の族とする．半丹原関手の圏を STam(G)，その充満部
分圏である丹原関手の圏を Tam(G)で表す．

例 2.3. Burnside環は丹原関手をなす．また，半 Burnside環は半丹原関手をなす．

Mackey関手の圏Mack(G)はアーベル圏であると同時に，Burnside関手をユニッ
トとする対称モノイダル圏である．さらに，Gが自明な群の場合にはAbに圏同値と
なる．これらのことから，Mackey関手はアーベル群の G-同変な拡張とみなされる．
丹原関手は

• 加法的にはMackey関手・・・アーベル群の G-同変版
• 乗法的には半Mackey関手・・・単位元付き可換半群の G-同変版

からなり，さらに分配則のG-同変版を満たす対象である．Gが自明な場合は，Tam(G)
は通常の可換環の圏に同値となる．そのため，丹原関手は可換環の G-同変版と見做
せる（[Y06]）．

注 2.4. 可換G-代数Rに付随する固定点関手 P(R)は丹原関手となる．これにより忠

実充満な関手

P : G-Ring → Tam(G)
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が得られる．この意味で，丹原関手は G-代数よりも広いクラスの対象を扱っている
と言える．

可換環のG-同変版であるという観点から，可換環論における基本的な構成が丹原
関手に拡張されると期待できる．例えば、次の結果は可換半環のGrothendieck環を
とる構成の拡張を与える．

事実 2.5. ([Ta93]) 包含関手 Tam(G)→ STam(G)は左随伴関手をもつ．

この他にも，

(a) 丹原関手の，乗法的部分半Mackey関手による fraction・・・[N12a]，
(b) 丹原関手のイデアルによる剰余・・・[N12b]，
(c) 丹原関手上の，「多項式環」をとる操作の類似・・・[N13]，
(d) 半Mackey関手から丹原関手を得る，群環をとる操作の G-同変版・・・[N11]

などが可能である．特に，(c)は丹原関手に対する Dress構成（[OY11]）とも関連す
る．また，(b)を用いて丹原関手の素スペクトラムを構成することもできる．以下は，
G = Z/prZ（pは素数）の場合の Burnside関手の Specを，各点の閉包を図示し表し
たものである（[N14]）．

Figure 1. Spec Ω for G = Z/prZ

3. Mackey関手としての Biset関手

Gの部分群に限らない有限群とその間の包含準同型に対して定義 1.1と同様の条
件を課した族を，大域的Mackey関手という．さらに，群のあいだの任意の準同型を
扱うのは自然である．実際には次の様に両側集合を用いて，Boucにより biset関手
という概念が定義された [Bo10]．

定義 3.1. G,H を有限群とし，U を有限集合とする．U が左H-作用と右 G-作用を
持ち，

(hu)g = h(ug) (∀h ∈ H, g ∈ G, u ∈ U)

を満たすとき，U をH-G-bisetとよぶ．このとき，HUGのように表す．U がH-G-
bisetであることは，有限H ×Gop-集合であることと同値である．

注 3.2. 有限群の準同型 φ : G→ H から，bisetとして HGGおよび GGH が得られる

ことに注意する．特に，次のような基本的な bisetが得られる．

• 部分群の包含H ↪→ Gに対し，ResGH = HGG および IndGH = GGH．
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• 正規部分群による剰余 G→ G/N に対し，InfG(G/N) = G(G/N)(G/N) および

DefG(G/N) = (G/N)(G/N)G．

• 群の同型 φ : G→ G′ に対し，Isoφ = G′G′
G．

定義 3.3. 有限群の biset圏 Bを以下のように定義する（[Bo10]）．

(1) Bの対象は有限群とする．
(2) 有限群 G,H に対し，射集合は B(G,H) = Ω(H×Gop) とする．

KVH と HUG の合成は商集合

V ×H U = (V × U)/(vh, u) ∼ (v, hu)

で定め，Bに加法的に延長する．Bはプレ加法圏となる．

定義 3.4. B上の加法関手 F : B → Ab のことを，biset関手と呼ぶ．自然変換を射
とすることで，biset関手の圏が得られる．この圏を F で表すこととする．

この定義は，Mackey関手に対する Lindnerの結果と通ずるものがある．Boucに
より得られた，bisetの次の様な分解に注意しよう（[Bo10]）．

事実 3.5. HUG が既約ならば，有限群の包含・剰余・同型からなる準同型の列

(3.1) H ←↩ C ↠ C/D
f←−∼= B/A ↞ B ↪→ G.

が存在して，必ず次の様に分解できる．

U ∼= IndHC ×
C
InfCC/D ×

C/D
Isof ×

B/A
DefBB/A ×

B
ResGB.

列 (3.1) はファイバー積をとることで，次の様に「折り返す」ことができる．

H C

F

C/D ∼= B/A

B Goo

##G
GG

GG
GG

//

{{ww
ww
ww
w

{{ww
ww
ww
ww

##G
GG

GG
GG

G

⟳

従って同型を除き，群準同型のスパン

H
φ←− F

ψ−→ G

と見做せる．Lindnerの結果との類似を追い「丹原 biset関手」を定義するならば，ま
ず biset圏を「半分」にした圏上でMackey関手を考察する必要が生じる．実際には，
これは以下の様な 2-圏で実現できる．

定義 3.6. 2-圏 Sを次の様に定義する．（[N16c]）

(0) 0-セルは有限群 Gと有限 G-集合X の対とする．この対を X
G で表す．

(1) 0-セル X
G , YH に対し，1-セル α

θ :
X
G →

Y
H とは写像 α : X → Y および写像の

族 {θx : G→ H}x∈X の対であって
(i) α(gx) = θx(g)α(x)
(ii) θx(gg

′) = θg′x(g)θx(g
′)

を任意の x ∈ Xおよび g, g′ ∈ Gに対して満たすものをいう．特にG = H の
とき，θx = idを満たすような 1-セルを（G-）同変な 1-セルといい α

G : XG →
Y
G

のように表す．
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(2) 1-セル α
θ ,

α′

θ′ :
X
G →

Y
H に対し，2-セル ε : αθ ⇒

α′

θ′ とは H の元の族 {εx ∈
H}x∈X であって
(i) α′(x) = εxα(x),
(ii) εgxθx(g)ε

−1
x = θ′x(g)

を任意の x ∈ X および g ∈ Gに対して満たすものをいう．

合成などの詳細は [N16c]を参照．次の様に有限亜群の 2-圏 finGpdとの同値が存
在するので，これで合成等を引き戻して与えてもよい．

命題 3.7. （[N16a]）以下の対応で 2-関手 ι : S ↪→ finGpdが得られ，2-圏の同値を与
える．

(1) 0-セル X
G ∈ S0 に対して，有限亜群 ι(XG )を

- Ob(ι(XG )) = X．

- 任意の対象 x, x′ ∈ X に対して，射集合は ι(XG )(x, x′) = {g ∈ G | gx =
x′}．

と定める．

(2) 0-セル X
G , YH に対して，1-セルのあいだの全単射

ι : S1(
X

G
,
Y

H
)

∼=−→ finGpd1(ι(
X

G
), ι(

Y

H
))

が存在．

(3) 1-セル α
θ ,

β
τ :

X
G →

Y
H に対し，2-セルのあいだの全単射

ι : S2(
α

θ
,
β

τ
)

∼=−→ finGpd2(ι(
α

θ
), ι(

β

τ
)),

が存在．

この同値の存在から，以下では Sを finGpdで置き換えても本質的な差異は無い．

補題 3.8. 2-圏 Sは以下の性質を持つ．
(1) 任意の 0-セル X

G , YH に対し bicoproduct X
G

⨿
Y
H が存在．これは ιで圏の直和

にうつる．

(2) 任意の 1-セル α
θ :

X
G →

Z
K , βτ :

Y
H →

Z
K に対し，bipullback X

G × Z
K

Y
H が存在．

これは ιでコンマ図式にうつる．

これを用いて，S上のMackey関手を次の様に定義する．

定義 3.9. S上のMackey関手（resp. 半Mackey関手）とは，Sから Ab（resp.
Set）への反変および共変的な 2-関手の対M = (M∗,M∗)であって以下を満たすも
のをいう．ただしここで，Ab（resp. Set）は自明な 2-セルを与えて 2-圏とみなす．
従って，Sの 2-セルはM∗,M∗ により全て idにうつる．

(i) 任意の 0-セル X
G に対してM∗(XG ) = M∗(

X
G )が成立．これをM(XG )で表す．

(ii) M∗ は bicoproductを積にうつす．また，M(∅)は終対象．
(iii) 任意の bipullback

W
L

Y
H

X
G

Z
K

δ //

γ

��
β

��

α
//

ε��

に対して，M∗(α)M∗(β) = M∗(γ)M
∗(δ)が成立．

このとき，次が成り立つ．
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定理 3.10. Biset関手 F ∈ Ob(F)に対し，MF = i(F )を

• 有限群 Gに対しMF (
1
G ) = F (G)．ここで，1は一点集合を表す．

• 群の準同型 φ : G → H に対しM∗
F (

1
φ ) = F (GHH), (MF )∗(

1
φ ) = F (HHG)．

ここで，一点への定値写像を同じ記号で 1と表す．

となるよう定めることができる．この対応は，以下を満たす関手 i : F → Mack(S)を
与える．

(1) ℓ ◦ i ∼= Idとなる左随伴関手 ℓを持ち，iは忠実充満である．
(2) M ∈ Ob(Mack(S))が iの本質的像に属することは，等式

(3.2) M∗(
1

φ
)M∗(

1

φ
) = id

を任意の全射準同型 φ : G → H に対して満たすことに同値．ここで 1
φ は

1
φ :

1
G →

1
H なる 1-セル．

従って，(3.2)を満たすMackey関手が biset関手との関係において重要となる．

定義 3.11. Mackey関手M が任意の全射準同型 φ : G → H に対して (3.2)を満た
すとき，M は deflativeであるという．Deflative Mackey関手のなす充満部分圏を
Mackdfl(S) ⊆ Mack(S)で表す．

定理 3.10から，biset関手の圏と deflative Mackey関手の圏のあいだの圏同値が
得られる．より精密には，次が成り立つ．

定理 3.12. 以下が成立する．

(1) 圏Mack(S)は対称モノイダル圏となる．
(2) (1)のモノイダル構造をMackdfl(S)に制限すると，Mackdfl(S)も対称モノイ
ダル圏となる．

(3) 関手 iはモノイダル同値 i : F ≃−→ Mackdfl(S)を与える．

また定理 3.10から，S上のMackey関手M から biset関手 ℓ(M)が得られる．さ
らに，Mackey関手M は例えば次のような形で得ることができる．

命題 3.13. finGpd上の prederivator（[G13]を参照）D : finGpdop → C が以下の条
件を満たすとする．ただし C は skeletally smallな圏のなす 2-圏とする．

(i) finGpdの 0-セルの任意の有限直和は，Dにより直積にうつる．
(ii) finGpdの任意の 1-セル f に対し，D(f) = f∗は左随伴 f+（resp.右随伴 f•）
を持つ．

(iii) finGpdにおける任意のコンマ図式

v/u D

C E

q //

p

��
v

��
u

//
��

に対して，関手の同型 q+p
∗ ∼= v∗u+（resp. p•q

∗ ∼= u∗v•）が存在．

このとき，

• Sの 0-セル X
G に対して，M(XG ) = Ob(D(ι(XG )))とする．

• Sの1-セル α
θ :

X
G →

Y
H に対して，関手 ι(αθ )

∗, ι(αθ )+（resp. ι(αθ )•）が誘導する

写像をそれぞれM∗(αθ ) : M( YH ) → M(XG )およびM+(
α
θ ) : M(XG )→ M( YH )

（resp. M•(
α
θ ) : M(XG )→M( YH )）とする．
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と定めると，M = (M∗,M+)（resp. M = (M∗,M•)）は S上の半Mackey関手をな
す（[N16a]）．

注 3.14. Dが例えば有限な圏のなす 2-圏 finCat上の derivator（[G13]）であれば，上
記の条件は満たされ，S上の 2-関手の 3対 (M+,M

∗,M•)であって

• (M∗,M+)および (M∗,M•)はそれぞれ半Mackey関手

を満たすものが得られる．

例 3.15. 有限集合のなす圏 setの表現する derivatorに以上の構成を行うと，半Burn-
side環のなす S上の半Mackey関手が得られる．

以上のことを踏まえると，「丹原 biset関手」は，

(i) 加法的には S上の（deflative）Mackey関手
(ii) 乗法的には S上の半Mackey関手
(iii) 何らかの「分配則」を満たす

と言う条件で定義するのが適切であろう．(3)の「分配則」の完全な形は未だ得られ
ていないが，同変な 1-セル α

G : XG →
Y
G に対しては bipullbackを用いて得られる関

手 (αθ )
∗ : Gset/Y → Gset/Y が左随伴および右随伴を持つことが確かめられ，これを

用いて指数図式が定義できる．Burnside関手は，この指数図式に関し定義 2.2(iii)と
同様の分配則を満たすことが示されている（[N16b]）．
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