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アーサー跡公式の幾何サイドの細かい展開は重み付き軌道積分の一
次結合によって表される．その一次結合における非半単純元の重み付
き軌道積分の係数の性質は，まだ一般的に理解されていない．GL(2),
SL(2), GL(3)の場合に非半単純元の重み付き軌道積分の係数はデデキ
ントゼータ関数とヘッケＬ関数によって記述されることが知られてい
る．今回，Hoffmann氏との共同研究 [HW]として階数 2の斜交群の場
合に，デデキントゼータ関数とヘッケＬ関数に加えて 2元 2次形式の
空間に関する新谷ゼータ関数を用いることで，それらの係数を記述す
ることができた．このノートでは，[Ar2, Ar3]における幾何サイドの細
かい展開を復習してから，GL(2)と SL(2)の係数に関する既知の結果
を紹介する．そしてその後にHoffmann氏との共同研究である階数 2の
斜交群の係数に関する結果と証明の一部について説明する．

1. 一般論

このセクションでは論文 [Ar2, Ar3]に書いてあるアーサー跡公式の
幾何サイドの細かい展開について説明する．すべての記号を細かく説
明すると結論になかなかたどり着かないので適宜省略する．詳細につ
いては文献 [Ar5]を参照されたい．説明を略した記号はすべて [Ar5]に
従っている．
まずはアーサー跡公式の記述に必要とされる記号をいくつか導入しよ

う．F を代数体とし，AをF のアデール環とする．GをF 上の連結簡約
代数群とする．GからGL(1)へのF 上の準同型写像から成る自由アー
ベル群をX(G)F によって記述する．そして，aG = HomZ(X(G)F ,R)
によって有限次元実ベクトル空間 aGを定め，a∗G = X(G)F ⊗Z Rで双
対空間 a∗Gを得る．G(A)から aGへの写像HGが

⟨HG(g), χ⟩ = log |χ(g)| (χ ∈ X(G)F , g ∈ G(A))

によって定まる．G(A)の部分群G(A)1を

G(A)1 = {g ∈ G(A) | HG(g) = 0}

と定義する．これより，G(A)上のハール測度 dgと aG上のハール測度
daを固定する．そして，G(A)1上のハール測度 d1gが，dgと d1gの商
測度がHGを通じて daと一致するように，唯一定まる．測度 d1gにつ
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いてG(F )\G(A)1は有限測度であることが知られていて，

volG =

∫
G(F )\G(A)1

d1g

とおく．記号 volGはArthurの記号ではないが，係数の記述に便利なの
で追加する．

Gの極小 Levi部分群M0を固定する．さらにG(A)の適切な極大コ
ンパクト群Kを固定する (cf. [Ar1, Section 1], K is admissible relative
to M0)．このKについてG(A)の岩澤分解が成り立つことに注意しよ
う．次にM0を Levi部分群としてもつGの極小放物型部分群 P0を固
定する．以下、P はP0を含む標準放物型部分群とする．そして，P の
Levi分解 P = MPNP を，NP は P の unipotent radicalとし，MP は
M0を含む P の Levi部分群として，一意的に定める．K上のハール測
度 dkを

∫
K
dk = 1により正規化する．さらにNP (A)上のハール測度

dnを
∫
NP (F )\NP (A) dn = 1により正規化する．こうしてM(A)上のハー

ル測度 dmが，岩澤分解G(A) = MP (A)NP (A)Kによる積分の等式∫
G(A)

f(g)dg =

∫
K

∫
NP (A)

∫
MP (A)

f(mnk) dm dn dk

が成り立つように，一意的に定まる．
a∗M0
における P0 に対応する正ルート系に関する単純ルートの集合

を∆0と書く．そして，a+P0
= {a ∈ aM0 | α(a) > 0 (∀α ∈ ∆0)}と置

く．C∞
c (G(A))を G(A)上のコンパクトサポートをもつスムースな関

数全体のなす空間とする．G(F )の元 γについて，その Jordan分解を
γ = γsγu，γsが半単純，γuがユニポテント，として記述する．G(F )の
元 γと γ′がO-同値とは，γsと γ′

sがG(F )-共役であることを意味する．
このO-同値によってG(F )上のO-同値類の集合Oが定まる．Oの元
oとパラメーター T ∈ a+P0

とテスト関数 f ∈ C∞
c (G(A))に対して，

KP,o(g, h) =

∫
NP (A)

∑
γ∈MP (F )∩o

f(g−1γnh) dn,

JT
o (f) =

∫
G(F )\G(A)1

∑
P⊃P0

(−1)dim aGMP

∑
δ∈P (F )\G(F )

KP,o(δg, δg) τ̂P (HP (δg)− T ) d1g

と積分JT
o (f)を定める．ただし τ̂Pは基本ウェイトで定められるaMP

上の
cutoff関数であり，HP (g)は岩澤分解g = mnkによりHP (g) = HMP

(m)
と定められるG(A)から aMP

への写像になっており，T は aMP
上の点

とみなせる．上記のKP,o(g, h)と JT
o (f)の式における oの部分をG(F )

に置き換えて定義されるものをそれぞれKP (g, h)と JT (f)と書く．十
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分大きい T ∈ a+P0
に関して積分 JT (f)と JT

o (f)は絶対収束することが
知られている (cf. [Ar5, Section 8])．
テスト関数 f を固定すると，十分大きい T ∈ a+P0

に関して，関数

T 7→ JT (f)と関数 T 7→ JT
o (f)は T に関する有限次数の多項式にな

ることが知られている．そして，その T に関する多項式の各係数は
C∞

c (G(A))上の超関数となる．適切な唯一な点 T0 ∈ aM0 が存在して
（定義は [Ar5, p.51]を見よ），その点 T0について

J(f) = JT0(f), Jo(f) = JT0
o (f)

と置くことでC∞
c (G(A))上の超関数 J(f)と Jo(f)を得る．先程P0を固

定したが，J(f)とJo(f)の値はその選択に依存しない（まだKとM0の
選択には依存している）．さらに定義よりテスト関数のG(A)1上の値に
しか依存していないことが明らかなので，J(f)と Jo(f)はC∞

c (G(A)1)
上の超関数となる．
超関数 J(f)にスペクトルサイドと幾何サイドの二つの異なる展開を

与え，そのスペクトルサイドと幾何サイドの等式を跡公式という．上
述の収束性から，粗い展開と呼ばれる幾何サイドの展開が

J(f) =
∑
o∈O

Jo(f)

と記述される．以下，各項 Jo(f)の細かい展開について説明する．
Σを F の素点全体の集合とし，Σ∞を無限素点全体から成るΣの部

分集合，Σfinを有限素点全体から成る Σの部分集合とする．各 v ∈ Σ
に対して，Fvを F の vに関する完備化とする．Kvを適切なG(Fv)の
極大コンパクト群とし，

K =
∏
v∈Σ

Kv

として良い．これよりΣの有限部分集合 Sを一つ固定する．

FS =
∏
v∈S

Fv, G(FS)
1 = G(A)1 ∩G(FS), KS =

∏
v∈Σ−S

Kv

とおく．KSの特性関数を ϕSで記す．アーサー跡公式の幾何サイドの
議論において重要なポイントは局所的なテスト関数 f ∈ C∞

c (G(FS)
1)

と大域的なテスト関数 fϕS ∈ G∞
c (G(A)1)を同一視することである．つ

まり，対応

C∞
c (G(FS)

1) ∋ f ←→ fϕS ∈ C∞
c (G(A)1)

に注意する必要がある．
重み付き軌道積分 JM(γ, f)を本当は詳しく紹介したいのだが，定義

が長いので簡単な説明で済ますことにする．M0を含むGのLevi部分群
M，G(FS)の元 γ，元 γのG(FS)共役類上の固定された測度の三つの
データによって，C∞

c (G(FS)
1)上の超関数JM(γ, f) (f ∈ C∞

c (G(FS)
1))
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が定められる．詳しい定義に関しては，[Ar4]もしくは [Ar5]を参照さ
れたい．記号Gγ でGにおける γの中心化群の 1を含む連結成分を記
す．もし元 γ ∈ G(FS)がGγ ⊂M を満たすならば，重み因子 vM(x)と
一般ワイル判別式D(γ)と軌道上の測度 dxによって

JM(γ, f) = |D(γ)|
1
2

∫
Gγ(FS)\G(FS)

f(x−1γx) vM(x) dx

と定められる．Gγ ̸⊂ M となる場合には，上の様な重み付き軌道積分
の一次結合の極限として定義される．
これよりArthurによる幾何サイドの細かい展開を説明しよう．引き

続きΣの有限部分集合 Sを固定しておく．(UG(F ))G,SでG(F )のユニ
ポテント元のG(FS)-共役類を記す．WGはGのワイル群とする．oが
G(F )のユニポテント元全体であるとき，Junip(f) = Jo(f)とおく．

定理 1.1. [Ar2, Corollary 8.3]. Σの有限部分集合Sを固定し，SはΣ∞
を含むとする．このとき，任意の f ∈ C∞

c (G(FS)
1)について

Junip(fϕ
S) =

∑
M⊃M0

|WM |
|WG|

∑
u∈(UM (F ))M,S

aM(S, u) JM(u, f)

かつ aM(S, 1) = volM であるような係数 aM(S, u)が唯一存在する．た
だし，M はM0を含むようなGの Levi部分群全体を走る．

この定理の公式が Junip(fϕ
S)の細かい展開である．ユニポテント元

u ̸= 1に対する aM(S, u)の性質は，まだ一般的には理解されていない．
大域的な超関数 Junip(fϕ

S)は局所的な超関数 JM(u, f)の一次結合で表
されている．つまり，右辺の係数 aM(S, u)は左辺の ϕSに由来する．し
たがって aM(S, 1) = volM のように，係数 aM(S, u)の性質は大域的な
値で説明されるべきである．
元 γ ∈ G(F )について, Gγ,+を F 上定義される γのGにおける中心

化群とする．そして先と同様にGγは 1を含むGγ,+の連結成分とする.
元 γ ∈ G(F )を一つ固定する．σを γの Jordan分解における半単純部
分とする．γと γ′が (G,S)-同値であるとは, 次の条件 (i)と (ii)を満た
すG(F )の元 δが存在することを意味する．

(i) σと δ−1γ′δの半単純部分が一致する．
(ii) ユニポテント元 σ−1γ と σ−1δ−1γ′δ は Gσ(FS)において共役で
ある．

(UGσ(F ))Gσ ,S の元 uについて σuが γと (G,S)-同値となるような集合
を {u | σu ∼ γ}と書く．次のように記号を定める.

εG(σ) =

{
1 σはGにおいて F -楕円である場合，

0 その他の場合,

ιG(σ) = Gσ,+(F )/Gσ(F ).
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{u | σu ∼ γ}には有限群 ιG(σ)が推移的に作用している．さらに

aG(S, γ) = εG(σ) |ιG(σ)|−1
∑

{u|σu∼γ}

aGσ(S, u)

と置く. 特に γが半単純ならば

aG(S, γ) = εG(γ) |ιG(γ)|−1 volGγ

となる. (M(F ) ∩ o)M,S をM(F ) ∩ oにおける (M,S)-同値類の有限集
合とする.

定理 1.2. [Ar3, Theorem 8.1]. 任意の O-同値類 oに対して, Σ∞ を
含むある素点の有限集合 Soが存在して, 任意の S ⊃ Soと任意の f ∈
C∞

c (G(FS)
1)について

Jo(fϕ
S) =

∑
M⊃M0

|WM |
|WG|

∑
γ∈(M(F )∩o)M,S

aM(S, γ) JM(γ, f)

が成り立つ. ただし，M はM0を含むような Gの Levi部分群全体を
走る．

定理 1.1と定理 1.2より幾何サイド全体が重み付き軌道積分の一次
結合で表される．上述から分かるように，すべての係数 aM(S, γ)はユ
ニポテント元 uに対する係数 aM(S, u)によって与えられる．特に係数
aM(S, u)はMとSと uにのみ依存している．そのため，係数の性質が
知りたいのであれば，ユニポテント元 uに対する係数 aG(S, u)の性質
を明らかにすれば良い．Gの階数が 1である場合は [Ho]において，非
アデール的な記述によって係数は概均質ゼータ関数によって記述されて
いる．しかしながら，非アデール的な記述だとSに関する係数 aG(S, u)
の挙動や跡公式の安定化との関係が良く分からない．そのため，Arthur
の定式化に沿ったアデール的な記述が求められる．

2. GL(2)と SL(2)

このセクションではGL(2)と SL(2)のユニポテント軌道積分の係数
に関する結果について復習する．
係数を記述するための記号を導入する．各 v ∈ Σfinに対して，Ovを

Fvの整数環とし，πvを素元，qvを剰余体の位数とする．各素点 v ∈ Σに
ついて | |vを正規付値とし，イデールノルム | | =

∏
v∈Σ | |vを得る．A×

をイデールとし，A1 = {a ∈ A× | |a| = 1}，(R×)0 = {x ∈ R | x > 0}
とする．次に χ =

∏
v∈Σ χvを F×\A1 ∼= F×(R×)0\A×上の指標とする．

各 v ∈ Σについて，ヘッケ L関数の局所因子を

Lv(s, χv) =

{
(1− χv(πv)q

−s
v )−1 v ∈ Σfinかつ χvは不分岐な場合，

1 その他
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と定め，Σの有限集合 Sに対してヘッケ L関数を

LS(s, χ) =
∏
v ̸∈S

Lv(s, χv) , L(s, χ) =
∏
v∈Σ

Lv(s, χv)

と定める．良く知られているようにLS(s, χ)とL(s, χ)はRe(s) > 1で
絶対収束し，s-平面に有理型接続される．1F をF×\A1上の自明な表現
とし，

ζSF (s) = LS(s,1F ), ζF (s) = L(s,1F )

とおく．ζSF (s)と ζF (s)は s = 1で 1位の極を持つ．一方，χ ̸= 1F なら
LS(s, χ)と L(s, χ)は s = 1で正則である．定数 cF を ζF (s)の s = 1で
の留数とし，

cv =

{
(1− q−1

v )−1 v ∈ Σfinの場合，

1 v ∈ Σ∞の場合，
cS =

∏
v∈S

cv, cSF = c−1
S cF

とする．さらに

cF (S, χ) = lim
s→1

d

ds
(s− 1)LS(s, χ)

と置く．定数 cF (S, χ)はLS(s, χ)の s = 1におけるローラン展開の定数
項であり，χが非自明指標であれば cF (S, χ) = LS(1, χ)である．特に

cF (S) = cF (S,1F )

と置く．これらを用いて係数を記述する．
次に係数を記述するための統一的な測度の正規化について述べてお

く．Fv上のハール測度 dxvとKv上のハール測度 dkvを∫
Ov

dxv = 1 (v ∈ Σfin),

∫
Kv

dkv = 1 (v ∈ Σ)

と正規化する．またM をM0を含む Levi部分群とし，P をMP = M
となる標準放物型部分群とする．∆0の aM 上で消えない単純ルートに
対応する基本ウェイトからなる集合を ∆̂P と書く．また，aM の部分空
間 aGM の定義については [Ar5, p.24]を参照されたい．

vol(aGM/Z(∆∨
P )) = 1

によって実ベクトル空間 aGM 上のハール測度を正規化しておく．
これよりG = GL(2)としよう．Σの部分集合として ΣRを実素点全

体，ΣCを複素素点全体とする．G(A)の極大コンパクト群Kとして

K =
∏
v∈Σ

Kv, Kv = U(2) (v ∈ ΣC),

Kv = O(2) (v ∈ ΣR), Kv = G(Ov) (v ∈ Σfin)
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をとる．そして，Gの極小 Levi部分群として

M0 = {
(
a 0
0 b

)
∈ G}

をとる．記号

u(x) =

(
1 x
0 1

)
を用いる．(UG(F ))F,S = {1, u(1)}なので，問題の係数については u(1)
のみを考えれば良い．ユニポテント元 u(1)の軌道積分を

JG(u(1), f) = cS

∫
KS

∫
FS

f(k−1u(x)k)dx dk

により定める．

定理 2.1. [JL, p.271 (v)]. SはΣ∞を含むと仮定する．このとき

aGL(2)(S, u(1)) =
volM0

2cF
cF (S)

が成り立つ．

この定理の証明について [JL]が分かり難いときは，[GJ, FL]を参照
されたい．
次にG = SL(2)としよう．KとM0はGL(2)のKとM0を SL(2)に

制限することで定める．そして，直接計算より

(UG(F ))F,S = {1 , u(α) | α ∈ F×/F× ∩ (F×
S )2 }

を得る．ユニポテント軌道積分を

JG(u(α), f) = cS

∫
KS

∫
α(F×

S )2
fS(k

−1u(x)k)dx dk (α ∈ F×
S )

と定める．またA/F× ∼= A×/F×(R×)0上の指標χ =
∏

v∈Σ χvに対して

χS =
∏
v∈S

χv

と置く．

定理 2.2. [LL, p.39 (5.11)]. SはΣ∞を含むと仮定する．元 x ∈ F×に
ついて，等式

aSL(2)(S, u(x)) =
volM0

2 cF

∑
χ

χS(x) cF (S, χ)

が成り立つ．ただし，上の和において χ =
∏

v∈Σ χvはすべての v ̸∈ S
について χvが不分岐であるような 2次指標全体を走る．
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この定理は Labesseと Langlandsのユニポテント項の安定化より導
かれる．そのため，ユニポテント項の安定化と係数の研究は密接に関係

していることが分かる．実際，2次拡大L/F によるトーラスR
(1)
L/F (Gm)

は SL(2)の内視群であり，係数に現れる 2次指標の項に対応している．
GL(3)のユニポテント軌道積分の係数については [Fli, Ma]を参照さ

れたい．また [HW]の付録でGL(3)と SL(3)の係数についてまとめて
ある．LabesseとLanglandsのユニポテント項の安定化の手法がそのま
ま SL(3)の場合に応用可能で，3次指標 χに関する cF (S, χ)cF (S, χ

−1)
が係数に現れる．もちろん SL(3)の内視群に関係している．

3. GSp(2)と Sp(2)

階数 2の連結簡約代数群GSp(2)と斜交群 Sp(2)を

GSp(2) =
{
g ∈ GL(4)

∣∣∣∃µ(g) ∈ GL(1) s.t.

tg

(
O2 I2
−I2 O2

)
g = µ(g)

(
O2 I2
−I2 O2

)}
,

そして

Sp(2) = {g ∈ GSp(2) | µ(g) = 1}

と定める．ただし，Omはm次の零行列で，Imはm次の単位行列とす
る．このセクションではGSp(2)と Sp(2)のユニポテント軌道積分の係
数に関する [HW]の結果を紹介する．他の非半単純元の係数（つまり，
半単純元の中心化群のユニポテント元の係数）については [HW]を参
照されたい．それらの係数は cF (S, χ)によって記述される．
まず記述の簡略化のために Sが 2を割る素点をすべて含むことを仮

定する．そして係数の記述のために 2元 2次形式の空間に関する新谷
ゼータ関数を導入する．F×/(F×)2における d ∈ F×の同値類を ďと記
述する．各 ďに対して類体論よりA1/F×上の 2次指標 χd =

∏
v χd,vが

得られる．

Q(F ) = {ď ∈ F×/(F×)2 | d ∈ F× − (F×)2}

と置く．そして，dS ∈ F×
S について

Q(F, S, dS) = {ď ∈ Q(F ) | d ∈ dS(F
×
S )2}

と置く．χd,vが分岐している v ̸∈ Sについての qvの積をN(fSd )によっ
て記す．つまり，N(fSd ) =

∏
v ̸∈S, χd,v is ram. qvであり，χdは 2次指標でS

は 2を割る素点を全部含むため fSd は
∏

v ̸∈S χd,v の導手を意味する．こ

のとき Sと dS ∈ F×
S に対する 2元 2次形式の空間に関する新谷ゼータ
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関数が

ξS(s; dS) =
ζSF (2s− 1) ζSF (2s)

ζSF (2)

∑
ď∈Q(F,S,dS)

LS(1, χd)

LS(2s, χd)N(fSd )
s− 1

2

と与えられる．ゼータ関数 ξS(s; dS)は [Da]で与えられた ξxS
(s)と本質

的に一致するが，彼の議論は跡公式の定式化に適していない．そのた
め我々は，齋藤氏による概均質ゼータ関数の明示的公式 [Sa1, Sa2]から
ξS(s; dS)を導くことで議論を簡略化し，有理軌道とアデール軌道の関
係や局所的な測度と大域的な測度の関係を見通し良くした．[Si]や [Sh]
で扱われていたオリジナルの形の新谷ゼータ関数は [Sa2, Section 2]に
書かれている方法で ξS(s; dS)と関係付けることができる．ξS(s; dS)の
s-平面への有理型接続は [Yu]より従う．ξS(s; dS)は s = 3/2に 1位の
極を持つことに注意されたい (cf. [HW]). ゆえに

CF (S, dS) = lim
s→3/2

d

ds

(
s− 3

2

)
ξS(s; dS)

とおくと，CF (S, dS)は ξS(s;α)の s = 3/2におけるローラン展開の定
数項となる．
ユニポテント元の記述のために次の記号を用いる．

ν(n12, n13, n14, n24) =


1 n12 n13 n14

0 1 n14 − n12n24 n24

0 0 1 0
0 0 −n12 1

 ∈ Sp(2).

また F 上定義される 2次の対称行列の空間を V とする，つまり

V = {X ∈M(2) | X = tX}

とする．群GSp(2)とSp(2)は四つのユニポテント元のクラス (i)単位元
(unit), (ii) 極小 (minimal), (iii) 準正則 (subregular), (iv) 正則 (regular)
を持つ．次のようにクラス (ii)(iii)(iv)に属する元の記号を定めておく．

nmin(α) = ν(0, α, 0, 0), nreg(α) = ν(1, 0, α, α)

nsub(X) = ν(0, x1, x12, x2), ただしX =

(
x1 x12

x12 x2

)
∈ V とする．

有限素点 v ∈ Σfinについて，前のセクションで固定した Fv上のハール

測度と dXv = dx1,vdx12,vdx2,v, Xv =

(
x1,v x12,v

x12,v x2,v

)
によって V (Fv)上

のハール測度を定める．
これよりG = GSp(2)とする．まずGの極小 Levi部分群M0をGに

属する対角行列全体からなる部分群として定める．M0を含む Levi部
9



分群M1とM2を次のように定める．

M1 =

{(
∗ O2

O2 ∗

)
∈ G

}
, M2 =



∗ 0 0 0
0 ∗ 0 ∗
0 0 ∗ 0
0 ∗ 0 ∗

 ∈ G

 .

極大コンパクト群K =
∏

v∈Σ Kvを，v ∈ Σ∞について

Kv =

{(
A cB
−B cA

)
∈ G(Fv)

∣∣∣ A tB = B tA,
A tA+B tB = I2, c ∈ C1

}
とし，v ∈ ΣfinについてKv = G(Ov)とすることで定める．もちろん，
M0とKはアーサー跡公式の定式化に必要な仮定を満たす．V の部分
集合である 2次の非退化対称行列全体をV 0で記す．そして，V 0(FS)上
の同値関係∼Sを，

X ∼S Y ⇔ det(X−1Y ) ∈ (F×
S )2

によって定める．このとき

(UG(F ))G,S = {1, nmin(1), nsub(X), nreg(1) | X ∈ V 0(F )/∼S}
が成り立つ．テスト関数 f ∈ C∞

c (G(FS)
1)に対して，次のようにユニ

ポテント軌道積分を与える．

JG(nmin(1), f) = cS

∫
KS

∫
FS

f(k−1nmin(x)k) dx dk,

JG(nsub(X), f) = 2|S|cS

∫
KS

∫
V 0(FS ,X)

f(k−1nsub(Y )k) dY dk,

ただし V 0(FS, X) = {Y ∈ V 0(FS) | Y ∼S X}とする,

JG(nreg(1), f) =c2S

∫
KS

∫
F⊕4
S

f(k−1ν(x1, x2, x3, x4)k)

dx1 dx2 dx3 dx4 dk.

以上の設定の下で，次の結果を得る．

定理 3.1. [HW, Theorem 6.5]. Sは Σ∞とすべての 2を割る素点を含
むと仮定する．このとき，

aGSp(2)(S, nmin(1)) =
volM2

2 cF
ζSF (2),

aGSp(2)(S, nsub(X)) =
volM1

2 cF
CF (S,− det(X))

+
volM1

2 cF

{
ζSF (3)

−1 d
ds
ζSF (s)|s=3 X ∼S x1のとき,

0 X ̸∼S x1のとき,
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aGSp(2)(S, nreg(1)) =
volM0

2 c2F
(cF (S))

2 +
3volM0

4 c2F
c′F (S) c

S
F

が成り立つ．ただし，X ∈ V 0(F )，

x1 =

(
1 0
0 −1

)
, c′F (S) =

1

2
lim
s→+1

d2

ds2
(s− 1) ζSF (s)

とする．

次にG = Sp(2)としよう．Levi部分群M0, M1, M2と極大コンパク
ト群Kについては，GSp(2)のものを Sp(2)に制限することで定める．
元X ∈ V 0(Fv)について εv(X)をFv上のハッセ不変量とする．V 0(FS)
上の同値関係∼′

Sを

X ∼′
S Y ⇔「det(X−1Y ) ∈ (F×

S )2かつ εv(X) = εv(Y ) (∀v ∈ S)」

によって定める．そうすると，

(UG(F ))G,S ={
1, nmin(α), nsub(X), nreg(α)

∣∣∣ α ∈ F×/(F× ∩ (F×
S )2),

X ∈ V 0(F )/ ∼′
S

}
が成り立つ．テスト関数 f ∈ C∞

c (G(FS)
1)に対して，次のようにユニ

ポテント軌道積分を定める．

JG(nmin(α), f) = cS

∫
KS

∫
α(F×

S )2
f(k−1nmin(x)k) dx dk,

JG(nsub(X), f) = 2|S|cS

∫
KS

∫
V ′(FS ,X)

f(k−1nsub(Y )k) dY dk,

ただし V ′(FS, X) = {Y ∈ V 0(FS) | Y ∼′
S X}とおく,

JG(nreg(α), f) =c2S

∫
KS

dk

∫
F⊕3
S

dx1 dx2 dx3

∫
α(F×

S )2
dx4

f(k−1ν(x1, x2, x3, x4)k).

定理 3.2. [HW, Theorem 7.5]. Sは Σ∞とすべての 2を割る素点を含
むと仮定する．元 α ∈ F×について

aSp(2)(S, nmin(α)) =
volM2

2 cF

∑
χ

χS(α)L
S(2, χ)

となる．上の和におけるχ =
∏

v∈Σ χvは任意の v ̸∈ Sについてχvが不

分岐であるような A1/F×上の 2次指標全体を走る．次にX ∈ V 0(F )
11



について

aSp(2)(S, nsub(X)) =
volM1

2 cF
CF (S,− det(X))

+
volM1

2 cF

(∏
v∈S

εv(X)
) ∑

ď∈Qur(F,S,−det(X))

LS(1, χd)

+
volM1

2 cF

{
ζSF (3)

−1 d
ds
ζSF (s)|s=3 X ∼′

S x1のとき,

0 X ̸∼′
S x1のとき

となる．ただし，x1は定理 3.1で与えた，そしてCF (S, α)は ξS(s;α)の
s = 3/2におけるローラン展開の定数項であり，上の和における記号
Qur(F, S, dS)は

Qur(F, S, dS) = {ď ∈ Q(F, S, dS) | χd,vは不分岐 (∀v ̸∈ S)}
と定義する．元 α ∈ F×について

aSp(2)(S, nreg(α)) =

volM0

4 c2F

∑
χ

{
2 cF (S, χ) cF (S) + w(χ) c′F (S, χ) c

S
F

}
χS(α)

が成り立つ．ただし

w(χ) =

{
3 χ = 1F のとき,

1 χ ̸= 1F のとき,
c′F (S, χ) =

1

2
lim
s→+1

d2

ds2
(s− 1)LS(s, χ)

と定め，上の和でχ =
∏

v∈Σ χvは任意の v ̸∈ Sについてχvが不分岐で

あるようなA1/F×上のすべての 2次指標を走る．

定理 3.1と定理 3.2を比較し，[As]における局所ユニポテント軌道積
分に関する安定化の研究を見れば，係数の記述における各項と内視群
の関係を結び付けることができる (cf. [HW, p.10])．

4. 証明の一部

定理 3.1と 3.2の証明におけるキーポイントとして，(1) ユニポテン
ト元に関する重み因子の明示的計算, (2) ユニポテント元の各クラスの
寄与の収束性の証明, (3) [Si, Sh, Yu]の新谷ゼータ関数の解析接続, (4)
[LL]によるユニポテント軌道積分の安定化, (5) [Sa1, Sa2]の概均質ゼー
タ関数の明示的公式, (6) Siegel, Weil, Onoのアデール上の平均値の公
式 (cf. [Ono])，の六つが挙げられる．すべてを説明すると長くなるの
で，一番面白いと思われる (5)[Sa1, Sa2]に関する Sp(2)の準正則なユ
ニポテント元の寄与と新谷ゼータ関数の関係についてのみ説明したい．
証明過程において跡公式に新谷ゼータ関数を接続すると，跡公式の安
定化と新谷ゼータ関数の性質の両立が見えてくる．その結果，係数の性
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質を明らかにするためには跡公式の安定化の観点を持つことが大切で
あることが分かる．具体的には 2次指標付きの新谷ゼータ関数と Sp(2)
の内視群が結び付く．[Sa2]の明示的公式によって概均質ゼータ関数と
内視群が一般的に関係付けれることが今後は期待される．
これよりG = Sp(2)の準正則なユニポテント元の寄与について考え

よう．跡公式のテスト関数 f ∈ C∞
c (G(FS)

1)に対して，

Φ(X) =

∫
K

fϕS(k−1nsub(X)k) dk (X ∈ V (A))

とおく．そして dmをM1(A) ∼= GL(2,A)上のハール測度とする．2元
2次形式の空間に関するゼータ積分が

ZSp(2)(Φ, s) =

∫
GL(2,F )\GL(2,A)

| det(m)2|s∑
X∈V 0(F ),− det(X )̸∈(F×)2

Φ( tmXm) dm

と定められる．さらに，− det(X) ∈ (F×)2となる元 nsub(X)の寄与は
ゼータ積分

T(Φ, s) =

∫
A×

∫
A
Φ(

(
n a
a 0

)
) |a|2s−1 log ||(n/2, a)|| dn d×a

と関係している．記号 ∥(, )∥vは通常の Fv ⊕ Fv上のノルムで，∥(, )∥ =∏
v∈Σ ∥(, )∥vと置く (cf. [HW, p.12])．このとき，準正則なユニポテン
ト元の寄与は

lim
s→3/2

d

ds
(s− 3

2
)ZSp(2)(Φ, s) + T(Φ,

3

2
)

と一致する．そして，適当な測度の正規化と重み因子の明示的計算に
よって，等式

T(Φ,
3

2
) =

volM2

2
JM2(1, f) +

volM1

2cF

d
ds
ζSF (s)|s=3

ζSF (3)
JG(νsub(x1), f)

を導くことができる．よって問題はZSp(2)(Φ, s)の項である．
新たな 2次指標付きのゼータ積分 Z(Φ, s, χ)を

Z(Φ, s, χ) =

∫
F×\A×

∫
PGL(2,F )\PGL(2,A)

|a2|s χ
( a

det(m)

)
∑

X∈V 0(F ),− det(X )̸∈(F×)2

Φ(
a

det(m)
tmXm) dm d×a
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と定義する．[LL]におけるユニポテント項の安定化の手法により

ZSp(2)(Φ, s) =
∑
χ

Z(Φ, s, χ)

が成り立つ．ただし，上の和の χはA1/F×上のすべての 2次指標を走
る．さらに [Sa1, Sa2]の結果より，

Z(Φ, s,1F ) =
volM12

|S|

2cSF

∑
α∈F×

S /(F×
S )2

ZS(ΦS, s,1;α) ξ
S(s, α),

もし d ̸∈ (F×)2かつ χd,vが不分岐 (∀v ̸∈ S)なら

Z(Φ, s, χd) =
volM12

|S|

2cSF ζ
S
F (2)

ZS(ΦS, s, χd,S; d)L
S(1, χd) ζ

S
F (2s− 1),

もし d ̸∈ (F×)2かつ χd,vは分岐 (∃v ̸∈ S)なら

Z(Φ, s, χd) = 0

が成り立つ．ただし，ZS(ΦS, s, χS;α)は局所ゼータ関数のことで，詳
細は [HW, Section 4.4]を参照されたい．定理 3.2の aSp(2)(S, nsub(X))
の等式における値 LS(1, χd)は Z(Φ, 3/2, χd)に由来する．LS(1, χd)の
項は Sp(2)の楕円内視群 SO(2, χd)× SL(2)の中心元の寄与に対応して
いると考えられる．特に特殊値だけでなくゼータ関数として内視群と
の対応が記述出来ている点が興味深い．上の公式をすべて合わせると，

lim
s→3/2

d

ds
(s− 3

2
)ZSp(2)(Φ, s)

=
volM1

2
JM1(1, f)

+
volM1

2cF

∑
α∈F×

S /(F×
S )2

CF (S, α)
∑

X∈Q(F,S,α)

JG(nsub(X), f)

+
volM1

2cF

∑
ď∈Qur(F,S)

LS(1, χd)
∑

X∈Q(F,S,d)

(∏
v∈S

εv(X)
)
JG(nsub(X), f)

=
volM1

2
JM1(1, f)

+
volM1

2cF

∑
X∈V 0(F )/∼′

S

JG(nsub(X), f)

×
{
CF (S,− det(X)) +

(∏
v∈S

εv(X)
) ∑

ď∈Qur(F,S,− det(X))

LS(1, χd)
}

14



を得る．ただし，Qur(F, S) = {ď ∈ Q(F ) | χd,vは不分岐 (∀v ̸∈ S)}と
し，そしてQ(F, S, α) = {x ∈ V 0(FS) | − det(x) ∈ α(F×

S )2}/ ∼′
S とす

る．この等式より定理 3.2の準正則なユニポテント元の軌道積分の係数
の公式が従う．
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