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　 1960 年代の終わり頃に有限群のバーンサイド環が研究され始め, 可解群の特徴

付けや誘導定理の証明への応用 ([13, 32] 参照) 及び単数群等の研究が進められた

([11, 14, 26, 42] 参照). その後の研究から, 有限群の表現に関してはバーンサイド

環を含むより広い概念である G関手やそれと同等な概念であるマッキー関手の理

論が有効に働くことが分かってきた ([16, 19, 36, 40] 参照). さらに近年では, バー

ンサイド環の一般化である斜 (crossed) バーンサイド環や単項 (monomial) バー

ンサイド環, 及びそれらを拡張した諸概念の研究が進み, twisted quantum double

の誘導定理などに応用されている ([4, 5, 6, 7, 15, 28, 29, 30, 33, 34]). 本報告では,

twisted quantum double の誘導定理を導く理論, 及び最近の研究から単項バーン

サイド環の単数群に関する結果を紹介する.

1 マッキー関手 (G 関手)

　G を有限群, k を単位元をもつ可換環とする. k 上 G のマッキー関手, あるい

は, k 上の G 関手とは, k 加群の族 X(H), H ≤ G と k 準同型の族

(共役写像) congH : X(H) → X(gH), H ≤ G, g ∈ G,

(制限写像) resHK : X(H) → X(K), K ≤ H ≤ G,

(誘導写像) indHK : X(K) → X(H), K ≤ H ≤ G

の組 X = (X, con, res, ind) で, 次の公理を満たすものをいう:

(G.1) congrH ◦ conrH = congrH , conhH = idX(H),

(G.2) resKL ◦ resHK = resHL , resHH = idX(H),

(G.3) congK ◦ resHK = res
gH
gK ◦ congH ,

(G.4) indHK ◦ indKL = indHL , indHH = idX(H),

(G.5) congH ◦ indHK = ind
gH
gK ◦ congK ,

(G.6) (マッキー公理)

resHK ◦ indHU =
∑

KhU∈K\H/U

indKK∩ hU ◦ res hU
K∩ hU ◦ conhU ,

ここで L ≤ K ≤ H ≤ G, U ≤ H, g, r ∈ G 及び h ∈ H.
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　マッキー関手 X = (X, con, res, ind) が k 上 G のグリーン関手であるとは,

X(H), H ≤ G が k 代数, かつ共役写像及び制限写像が環準同型であって, さら

に, 次の公理を満たしていることをいう:

(G.7) (フロベニウス公理)

σ · indHK(τ) = indHK(res
H
K(σ) · τ), indHK(τ) · σ = indHK(τ · resHK(σ)),

ここで K ≤ H, σ ∈ X(H) 及び τ ∈ X(K).

　X, Y を k 上 G のマッキー関手とするとき, マッキー関手の射 f : X → Y と

は, k 準同型の族 fH : X(H) → Y (H), H ≤ G で, 次の条件を満たすものをいう:

f gH ◦ congH = congH ◦ fH ,
fK ◦ resHK = resHK ◦ fH ,
fH ◦ indHK = indHK ◦ fK ,

ここで K ≤ H ≤ G 及び g ∈ G.

　次節以降に, グリーン関手の例である, バーンサイド環関手, 斜バーンサイド環

関手, 単項バーンサイド環関手, 及び表現環関手を定義する.

2 バーンサイド環関手

　グリーン関手の例として, 斜バーンサイド環関手や単項バーンサイド環関手を

含む広い意味でのバーンサイド環関手を定義する. G のモノイド関手とは, モノ

イドの族 M(H), H ≤ G と準同型の族

(共役写像) congH :M(H) →M(gH), H ≤ G, g ∈ G,

(制限写像) resHK :M(H) →M(K), K ≤ H ≤ G

の組 M = (M, con, res) で, 次の条件を満たすものをいう:

(M.1) congrH ◦ conrH = congrH , conhH = idM(H),

(M.2) resKL ◦ resHK = resHL , resHH = idM(H),

(M.3) congK ◦ resHK = res
gH
gK ◦ congH ,

ここで L ≤ K ≤ H ≤ G, g, r ∈ G 及び h ∈ H. 以下 M を G のモノイド関手

とする. H ≤ G とし, M̃(H) =
∏

K≤HM(K) とおく. このとき M̃(H) は作用
h(σK)K≤H = (conhK(σK)) hK≤H ,

∀h ∈ H, ∀(σK)K≤H ∈ M(H) によりH モノイド

となる. K ≤ H に対して M(K) を M̃(H) の部分モノイドと考える. 任意の有

限左 H 集合 (以後, 単に H 集合) J, J ′ に対して J から J ′ への H 写像全体の

集合を MapH(J, J
′) で表す. H 集合のカテゴリー H-set からモノイドのカテゴ

リー Mon への反変関手 T = TMH : H-set → Mon を, 各 H 集合 J に対して

T (J)＝ {π ∈ MapH(J, M̃(H)) | π(x) ∈M(Hx),
∀x ∈ J},
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ここで Hx は H における x の安定化群, により定義する. H 集合 J, J ′ と H 写

像 f : J ′ → J に対して Mon におけるモルフィズム T (f) : T (J) → T (J ′) は

T (f)(π) : J ′ → M̃(H), x 7→ res
Hf(x)

Hx
(π(f(x))), ∀π ∈ T (J)

により定義される. この関手は加法的である. すなわち, 任意の H 集合 J1, J2 に

対して包含写像 ιi : Ji → J1∪̇J2 から引き起こされる写像

T (ι1)× T (ι2) : T (J1∪̇J2) → T (J1)× T (J2)

は同型である ([20, Section 2] 参照). 任意の (π1, π2) ∈ T (J1)× T (J2) に対して

π1+̇π2 = (T (ι1)× T (ι2))
−1(π1, π2)

とおく. H 集合 J と T (J) の元 π の組 (J, π) は T の要素と呼ばれる. T の要素

環のモルフィズム f : (J ′, π′) → (J, π) は T (f)(π) = π′ となる H 写像 f : J ′ → J

として定められる ([29, (2.10)] 参照).

　H 集合 J を含む H 集合の同型類を [J ]で表すとき, H 集合の同型類のZ線形
結合

∑
J ℓJ [J ], ℓJ ∈ Z 全体からなり, (集合論的)直和 [J1∪̇J2] を加法 [J1] + [J2],

(集合論的)直積 [J1 × J2] を乗法 [J1] · [J2] とする可換環をバーンサイド環といい,

Ω(H) で表す ([10, §80] 参照). 以下 T の要素に関わる Ω(H) の一般化を述べる.

　T の要素 (J, π)を含む T の要素の同型類を (J, π)で表す. F(H;T )を T の要素

の同型類上の自由アーベル群とし, F(H;T )0 を (J1∪̇J2, π1+̇π2)−(J1, π1)−(J2, π2)

の形のすべての元で生成される部分群とする. F(H;T ) における乗法を

(J1, π1) · (J2, π2) = (J1 × J2, T (Pr1)(π1) · T (Pr2)(π2)),

ここで Pri : J1×J2 → Ji は射影,により定義する. このときF(H;T )は環であり,

F(H;T )0 は両側イデアルである. 環Ω(H;T )を剰余環 F(H;T )/F(H;T )0 として

定める. これは F = T としてジャコブソン により定義された F バーンサイド環

である ([20], [27] 参照). T の要素 (J, π) に対してΩ(H;T ) の元 (J, π)+F(H;T )0
を [J, π] により表す. [J1, π1] = [J2, π2] ⇐⇒ (J1, π1) = (J2, π2) であることが [10,

Lemma 80.4] の証明と同様な議論により示される. [J1, π1], [J2, π2] ∈ Ω(H;T ) の

加法 + と乗法 · は次で与えられる:

[J1, π1] + [J2, π2] = [J1∪̇J2, π1+̇π2],

[J1, π1] · [J2, π2] = [J1 × J2, π1 · π2],

ここで

π1+̇π2 : J1∪̇J2 → M̃(H), x 7→

{
π1(x), x ∈ J1 のとき,

π2(x), x ∈ J2 のとき,
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及び

π1 · π2 : J1 × J2 → M̃(H),

(x1, x2) 7→ res
Hx1
Hx1∩Hx2

(π1(x1)) · res
Hx2
Hx1∩Hx2

(π2(x2)).

　K ≤ H とする. 各 H 集合 J に対して resHK(J) により J のK への制限を表

す. V を K 集合とする. 集合の直積 H × V 上の K の作用を

r(h, x) = (hr−1, rx), ∀r ∈ K, ∀(h, x) ∈ H × V

により定め, 各 (h, x) ∈ H × V を含む K 軌道を h⊗ x で表す. H 集合 indHK(V )

を K 軌道全体の集合 {h⊗ x | (h, x) ∈ H × V } に作用が

h(h′ ⊗ x) = hh′ ⊗ x, ∀h ∈ H, ∀(h′, x) ∈ H × V

により与えられるものとして定め, 誘導 H 集合と呼ぶ ([10, §80] 参照). 各 h ∈ H

に対して hK 集合 conhK(V ) を indHK(V ) の部分集合 {h⊗ x | x ∈ V } に作用が
hr(h⊗ x) = h⊗ rx, ∀r ∈ K, ∀x ∈ V

により与えられるものとして定め, 共役 hK 集合と呼ぶ.

　グリーン関手 ΩM = (ΩM , con, res, ind) を

ΩM(H) = Ω(H;TMH ),

congH([J, π]) = [congH(J),
gπ],

resHK([J, π]) = [resHK(J), π|K ],

indHK([V,ϖ]) = [indHK(V ), ϖH ],

ここで K ≤ H ≤ G, g ∈ G, (J, π) は TMH の要素, 及び (V,ϖ) は TMK の要素,

により定義する ([20, 27] 参照). ただし gπ, π|K 及び ϖH は x ∈ J , y ∈ V 及び

h ∈ H に対して次により定義される:

(gπ)(g⊗x) = congHx
(π(x)), π|K(x) = resHx

Kx
(π(x)), ϖH(h⊗ y) = conhKy

(ϖ(y)).

　H ≤ G とする. g ∈ G, K ≤ H 及び s ∈ M(K) に対して gs = congK(s) とお

き, H 写像 πs : H/K → M̃(H) =
∏

U≤HM(U) を

πs(hK) = (δ hKU
hs)U≤H ,

∀h ∈ H

により定める. 集合 S(H;M) := {(K, s) | K ≤ H, s ∈M(K)} 上の H の作用を

h.(K, s) = (hK, hs), ∀h ∈ H により定め, R(H;M) をH 軌道の完全代表系とすれ

ば, {[H/K, s] := [H/K, πs] | (K, s) ∈ R(H;M)} がΩM(H) の Z 基底を成し,

congH([H/U, s]) = [ gH/ gU, gs],

resHK([H/U, s]) =
∑

KhU∈K\H/U

[K/K ∩ hU, hs],

indHK([K/L, t]) = [H/L, t],
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ここで g ∈ G, U ≤ H, s ∈ M(U), L ≤ K ≤ H 及び t ∈ M(L), となる.

[H/K, s], [H/U, t] ∈ ΩM(H) に対して乗法は次で与えられる:

[H/K, s] · [H/U, t] =
∑

KhU∈K\H/U

[H/K ∩ hU, s · ht].

例 2.1 S を有限 G モノイドとする. モノイド関手 M = MS = (MS, con, res)

を, 各 H ≤ G に対してM(H) = CS(H) := {s ∈ S | hs = s, ∀h ∈ H}, ここで
hs は h の s への作用を表す, により定める. ただし K ≤ H ≤ G 及び g ∈ G

に対して congH : M(H) → M(gH), s 7→ gs 及び resHK : M(H) → M(K), s 7→ s

である. このとき CΩ(H,S) := ΩM(H), H ≤ G を斜バーンサイド環関手と呼ぶ

([30] 参照). H ≤ G とする. TMH の要素は斜 H 集合と呼ばれ ([7, Definition 2.1],

[17, Definition 4.2.1], [29, (1.2)] 参照), CΩ(H,S) は斜バーンサイド環と呼ばれる

([7, 29] 参照). S = {ϵ}, ϵ は単位元, のときは, Ω(H) := CΩ(H, {ϵ}), H ≤ G を

バーンサイド環関手と呼ぶ ([10, §80], [36, Section 6], [40, Example 2.11] 参照).

例 2.2 G が有限アーベル群 A の作用群であるとする. H ≤ G として, G の作用

のH への制限により, H は A の作用群である. 写像 σ : H → A が

σ(h1h2) = σ(h1)
h1σ(h2),

∀h1, h2 ∈ H

を満たすとき, σ を 1 コサイクル, あるいは斜準同型と呼ぶ. Z1(H,A) により, H

から A への 1 コサイクル全体の集合を表す. Z1(H,A) における乗法を

σ · τ(h) = σ(h)τ(h), ∀σ, τ ∈ Z1(H,A), ∀h ∈ H

により定める. Z1(H,A) は 1H : H → A, h 7→ ϵ を単位元とするアーベル群であ

る. H ≤ G 及び σ ∈ Z1(H,A) に対して 1 コサイクル gσ : gH → A, g ∈ G を

gσ(ghg−1) = gσ(h), ∀h ∈ H

により定め, また 1 コサイクル σa : H → A, a ∈ A を

σa(h) = a−1σ(h) ha, ∀h ∈ H

により定める. 定義から hσ = σσ(h), g(σa) = (gσ)
ga, ∀h ∈ H, ∀σ ∈ Z1(H,A),

∀g ∈ G, ∀a ∈ A である. Z1(H,A) は右 A 集合であるが, H1(H,A) により A

軌道の完全代表系を表す. 各 σ ∈ Z1(H,A) について, すべての a ∈ A に対し

て σa =A σ と表し, σ により σ =A σ である H1(H,A) の元を表す. モノイド

関手M = MA = (MA, con, res) を, 各 H ≤ G に対してM(H) = H1(H,A),

及び congH : M(H) → M(gH), σ 7→ gσ; resHK : M(H) → M(K), σ 7→ σ|K ,
∀K ≤ H ≤ G, ∀g ∈ G により定める. ただし σ|K は σ の K への制限を表す.

Ω(H,A) := ΩM(H), H ≤ G を単項バーンサイド環関手と呼ぶ ([2, 15] 参照).
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3 単項バーンサイド環の基本定理

　例 2.2の記号の下で,各 H ≤ Gに対してZH1(H,A)を Z係数の群環とする. 環

準同型の族 congH : ZH1(H,A) → ZH1(gH,A), σ 7→ gσ, ∀H ≤ G, ∀σ ∈ H1(H,A),
∀g ∈ G を用いて, 環の直積

∏
H≤G ZH1(H,A) の部分環 G(G,A) を

G(G,A) =

{
(xH)H≤G ∈

∏
H≤G

ZH1(H,A)

∣∣∣∣∣ congH(xH) = x gH ,
∀g ∈ G

}
,

と定義し, 単項バーンサイド環 Ω(G,A) のゴースト環と呼ぶ.

　集合 S(G,H1(−, A)) := {(U, τ) | U ≤ G, τ ∈ H1(U,A)} 上の G の作用を

g(U, τ) = (gU, gτ), ∀g ∈ G により定め, R(G,H1(−, A)) を G 軌道の完全代表系

とする. 各 (U, τ) ∈ S(G,H1(−, A)) に対して [(G/U)τ ] により [G/U, τ ] を表すと

き, {[(G/U)τ ] | (U, τ) ∈ R(G,H1(−, A))} が Ω(G,A) の Z 基底を成す. Ω(G,A)

から G(G,A) への準同型 ρ : Ω(G,A) → G(G,A) を

[(G/U)τ ] 7→

 ∑
gU∈G/U,H≤ gU

res
gU
H ◦ congU(τ)


H≤G

により定める. また, 写像 η : G(G,A) → Ω(G,A) を

(yH)H≤G 7→
∑
H≤G

∑
U≤H

|U |µ(U,H)
∑

σ∈H1(H,A)

ℓσ[(G/U)σ|U ],

ここで yH =
∑

σ∈H1(H,A) ℓσσ 及び µ は G の部分群束のメービウス関数 ([1] 参

照), により定める. 次の命題が成り立つ ([5, Proposition 2.4] 参照).

命題 3.1 (i) η ◦ ρ = |G|idΩ(G,A). (ii) ρ ◦ η = |G|idG(G,A).

系 3.2 ρ は環の単射準同型である.

注意 3.3 H ≤ G とし, H の非共役な部分群の集まりで最大なものを Cl(H) で

表す. A = {ϵ} として, バーンサイド環 Ω(H) を Ω(H,A) と同一視する. また,

G(H,A) =
∏

K≤H Z である. Ω(H) に対して命題 3.1 を適用すると, Q ⊗Z Ω(H)

の原始べき等元全体が e
(H)
K = (1/|H|)η((xK(L))L≤H), K ∈ Cl(H) で与えられる.

ただし, ある h ∈ H について L = hK であるとき xK(L) = 1 であり, そうでな

いとき xK(L) = 0 である. 定義から, 各 K ∈ Cl(H) に対して

e
(H)
K =

1

|NH(K)|
∑
U≤K

|U |µ(U,K)[H/U ] (I)

である (Gluck [18], Yoshida [41] 参照).
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　加法群 Ω̃(G,A) を

Ω̃(G,A) =
∏

(K,ν)∈R(G,H1(−,A))

Z,

により定義する. また, 加法的写像 φ : Ω(G,A) → Ω̃(G,A) を

φ([(G/U)τ ]) = (|{gU ∈ G/U | K ≤ gU, ν =A (gτ)|K}|)(K,ν)∈R(G,H1(−,A))

により定義し, バーンサイド準同型と呼ぶ. このとき, ρ = κ ◦ φ を満たす加法群
の同型 κ : Ω̃(G,A)

∼→ G(G,A) が存在し, φ は単射となっている.

　各 (U, τ) ∈ S(G,H1(−, A)) に対してNG(U, τ) = {g ∈ NG(U) | congU(τ) = τ},
WG(U, τ) = NG(U, τ)/U とおく. 各 g ∈ NG(U, τ) に対して

H1
τ (⟨g⟩U,A) = {ν ∈ H1(⟨g⟩U,A) | τ = res

⟨g⟩U
U (ν)}

とおき, 加法群 Obs(G,A) を

Obs(G,A) =
∏

(U,τ)∈R(G,H1(−,A))

Z/|WG(U, τ)|Z

により定義する. 加法的写像 ψ : Ω̃(G,A) → Obs(G,A) を

(y(K,ν))(K,ν)∈R(G,H1(−,A)) 7→ (z(U,τ) mod |WG(U, τ)|)(U,τ)∈R(G,H1(−,A)),

ここで, (K, ν) が (H, σ) を含む G 軌道の代表ならば y(H,σ) = y(K,ν) として,

z(U,τ) =
∑

gU∈WG(U,τ), ν∈H1
τ (⟨g⟩U,A)

y(⟨g⟩U,ν),

により定義し, コーシー・フロベニウス写像と呼ぶ. 次の定理はコーシー・フロ

ベニウスの定理 [43, Lemma 2.7 (Cauchy-Frobenius)] を用いて証明される ([11,

Proposition 1.3.5], [42, Lemma 2.1]参照).

定理 3.4 (基本定理) 次の加法群の列は完全である:

0 −→ Ω(G,A)
φ−→ Ω̃(G,A)

ψ−→ Obs(G,A) −→ 0.

4 ツイン関手

　X を k 上 G のマッキー関手とする. 各 H ≤ G に対して X(H) は作用が(∑
K≤H

ℓK [H/K]

)
· x =

∑
K≤H

ℓK ind
H
K ◦ resHK(x), ∀ℓK ∈ k, ∀x ∈ X(H)
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で与えられる Ω(H) 加群である ([16, Proposition 4.2], [40, Example 2.11] 参照).

|G| が k における単数ならば, K < H ≤ G に対して resHK(e
(H)
H ) = 0 (式 (I) 参

照), resHK(e
(H)
H · x) = 0, ∀x ∈ X(H) 及び e

(H)
H · indHK(y) = 0, ∀y ∈ X(K) が成り立

つ. 各 H ≤ G に対して

T X(H) =
∑
K<H

{indHK(y) | y ∈ X(K)},

KX(H) =
∩
K<H

{x ∈ X(H) | resHK(x) = 0}

とおく. H が X に関してプライモーディアルであるとは T X(H) ̸= X(H) が成

り立つことをいい ([36] 参照), コプライモーディアルであるとは KX(H) ̸= {0}
が成り立つことをいう ([5] 参照). P(X) で X に関するプライモーディアル部分

群全体の集合を表し, C(X) で X に関するコプライモーディアル部分群全体の集

合を表す. 次の命題は [5, Proposition 6.2] で述べられている.

命題 4.1 X を k 上 G のマッキー関手とする. |G| が k における単数ならば, 任

意の H ≤ G に対して次が成り立つ:

KX(H) = {e(H)
H · x | x ∈ X(H)}, T X(H) = {x− e

(H)
H · x | x ∈ X(H)},

X(H) = KX(H)⊕ T X(H), C(X) = P(X).

　各 H ≤ G に対して

X(H) = X(H) := X(H)/T X(H)

とおく. k 上 G のマッキー関手X
+
= (X

+
, con+, res+, ind+) は, 次で与えられ,

X のツイン関手と呼ばれる ([5, 9, 36] 参照).

X
+
(H) =

{
(xU)U≤H ∈

∏
U≤H

X(U)

∣∣∣∣∣ (conhH(xU)) hU≤H = (xU)U≤H ,
∀h ∈ H

}
,

con+g
H((xU)U≤H) = (congH(xU)) gU≤ gH ,

res+HK((xU)U≤H) = (xU)U≤K ,

ind+H
K((yU)U≤K) =

∑
hK∈H/K

(chL)L≤H ,

ここで K ≤ H ≤ G, g ∈ G, (xU)U≤H ∈ X
+
(H), (yU)U≤K ∈ X

+
(K) 及び

chL =

{
conhU(yU), L = hU, U ≤ K の場合,

0, その他の場合.

X がグリーン関手ならば X
+
もグリーン関手である.
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　マッキー関手の射 β : X → X
+
を, 各 H ≤ G に対して

βH(x) = (resHK(x))K≤H , x ∈ X(H)

により定める ([36] 参照). X がグリーン関手ならば βH は環準同型である.

　次の命題は Thévenaz による ([36, Proposition 12.5] 参照)

命題 4.2 X を k 上 G のマッキー関手とする. |G| が k における単数ならば, 任

意の H ≤ G に対して βH は同型で, 次が成り立つ:

β−1
H ((xK)K≤H) =

∑
K∈Cl(H)∩P(X)

|K|
|NH(K)|

indHK(e
(K)
K · xK), (xK)K≤H ∈ X

+
(H).

　命題 4.2より, |G| が k における単数ならば, 任意の H ≤ G に対して

x =
∑

K∈Cl(H)∩P(X)

|K|
|NH(K)|

indHK(e
(K)
K · resHK(x)), x ∈ X(H)

が成り立つ ([36, Section 7] 参照). また, 任意の K ≤ G に対して

e
(K)
K · x =

1

|K|
∑
U≤K

|U |µ(U,K)indKU ◦ resKU (x), x ∈ X(K)

より, 次の系が得られる ([5, Example 6.9] 参照).

系 4.3 X を k 上 G のマッキー関手とする. |G| が k における単数ならば, 任意

の H ≤ G に対して次が成り立つ:

x =
∑

K∈Cl(H)∩P(X)

1

|NH(K)|
∑
U≤K

|U |µ(U,K)indHU ◦ resHU (x), x ∈ X(H).

5 斜マッキー関手

　以下, S を有限 G モノイドとし, StS(G) = {Gs | s ∈ S}, ここでGs は s の安

定化群, とおく. k 上 StS(G) のマッキー束とは, k 準同型の族

con g
sH : Xs(H) → X gs(

gH), s ∈ S, H ≤ Gs, g ∈ G,

斜共役写像, を備えたマッキー関手の集まりX = {Xs = (Xs, con, res, ind)}s∈S
で, 次の公理を満たすものをいう:

(C.0) con t
sH = contH ,

(C.1) con g
rs rH ◦ con r

sH = con gr
sH ,

(C.2) con g
sK ◦ resHK = res

gH
gK ◦ con g

sH ,

(C.3) con g
sH ◦ indHK = ind

gH
gK ◦ con g

sK ,
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ここで s ∈ S, K ≤ H ≤ Gs, g, r ∈ G 及び t ∈ Gs. この場合, X は Xs,

s ∈ S で構成されるマッキー束と呼ばれる. k 上 G のマッキー関手 X は自然に

Xs := X = (X, con, res, ind), s ∈ S で構成されるマッキー束と考えられる.

　X を k 上 StS(G)のマッキー束とし, マッキー関手 XS = (XS, con, res, ind)を

XS(H) =

{
(x(s))s∈S ∈

∏
s∈S

Xs(Hs)

∣∣∣∣∣ con h
sHs

(x(s)) = x(hs), ∀h ∈ H

}
,

congH((x(s))s∈S) = (con g
sHs

(x(s))) gs∈S,

resHK((x(s))s∈S) = (resHs
Ks
(x(s)))s∈S,

indHK((y(s))s∈S) =

 ∑
HshK∈Hs\H/K

indHs

(hK)s
◦ con h

h−1
sKh−1

s

(y(h
−1

s))


s∈S

,

ここで K ≤ H ≤ G, g ∈ G, (x(s))s∈S ∈ XS(H) 及び (y(s))s∈S ∈ XS(K), により

定義し ([30] 参照), X 上の斜マッキー関手と呼ぶ. X がマッキー関手のとき, こ

の構成はドレス構成と呼ばれる. X がグリーン関手のとき, XS(H) における積が

(x(s))s∈S(y(t))t∈S =

 ∑
(s,t)∈Hr\S×S, st=r

indHr
Hs,t

(resHs
Hs,t

(x(s)) · resHt
Hs,t

(y(t)))


r∈S

,

ここで Hs,t = Hs∩Ht, により与えられ, XS はグリーン関手となる ([6, 30] 参照).

　H が X に関してプライモーディアルであるとは, ある s ∈ CS(H) に対して

T Xs(H) ̸= Xs(H) が成り立つことをいい, コプライモーディアルであるとは, あ

る s ∈ CS(H) に対して KXs(H) ̸= {0} が成り立つことをいう. P(X) で X に関

するプライモーディアル部分群全体の集合を表し, C(X) で X に関するコプライ

モーディアル部分群全体の集合を表す.

　各 K ≤ H ≤ G に対して

(KX)S(H) =

{
(x(s))s∈S ∈

∏
s∈S

KXs(Hs)

∣∣∣∣∣ x(s) = 0, ∀s ∈ S − CS(H)

}
,

XS(H) =
∏

s∈CS(H)

Xs(H),

XS(K)NH(K) =

{
(x(s))s∈CS(K) ∈ XS(K)

∣∣∣∣∣ con h
sK(x(s)) = x(hs),

∀s ∈ CS(K), ∀h ∈ NH(K)

}
とおく. X がグリーン関手ならば, 各 K ≤ H ≤ G に対して

X⊗S(H) = X(H)⊗k kCS(H),

X⊗S(K)NH(K) =

 ∑
s∈CS(K)

x(s)⊗ s ∈ X⊗S(K)

∣∣∣∣∣ conhK(x(s)) = x(hs),
∀s ∈ CS(K)


とおく. 特に X⊗S(H) は k 代数であり, XS(H) と同型である.
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命題 5.1 X を k 上 StS(G) のマッキー束とし, |G| が k における単数であるとす

る. このとき, 任意の H ≤ G に対して KXS(H) = (KX)S(H) が成り立ち, 写像

XS(H) → XS(H), (x(s))s∈S 7→ (x(s))s∈CS(H)

は k 同型である. 特に C(XS) = C(X), P(XS) = P(X) が成り立つ.

系 5.2 X を k 上 StS(G) のマッキー束とし, |G| は k における単数であるとす

る. このとき, 任意の H ≤ G に対して次の写像は k 同型である:

XS(H) →
∏

K∈Cl(H)∩P(X)

XS(K)NH(K),

(x(s))s∈S 7→
((

resHs
K (x(s))

)
s∈CS(K)

)
K∈Cl(H)∩P(X)

.

さらに, X がグリーン関手ならば, 任意の H ≤ G に対して次の写像は k 代数同

型である:

XS(H) →
∏

K∈Cl(H)∩P(X)

X⊗S(K)NH(K),

(x(s))s∈S 7→

 ∑
s∈CS(K)

resHs
K (x(s))⊗ s


K∈Cl(H)∩P(X)

.

系 5.3 X を k 上 StS(G) のマッキー束とする. |G| が k における単数ならば, 任

意の H ≤ G 及び任意の (x(s))s∈S ∈ XS(H) に対して次が成り立つ:

(x(s))s∈S =
∑

K∈Cl(H)∩P(X)

1

|NH(K)|
∑
U≤K

|U |µ(U,K)indHU ◦ resHU ((x(s))s∈S).

6 捻れ群環の表現におけるブラウアの誘導定理

　以後, 単に加群というときには, 左加群を意味する. α : G×G→ C× は標準化

された 2 コサイクル, すなわち,

α(rs, t)α(r, s) = α(r, st)α(s, t), ∀r, s, t ∈ G

を満たし, s または t が単位元である限り α(s, t) = 1 であるとする. 各 H ≤ G

に対して CαH により, 基底が {s}s∈H で与えられ, 積が s t = α(s, t)st, ∀s, t ∈ H

で与えられる半単純 C代数を表し, それを捻れ群環と呼ぶ ([21]参照). 各 H ≤ G

に対して Rα(H) := R(CαH) を有限生成 CαH 加群の同型類の Z 線形結合から
なり, 直和を加法とする加法群とする. Rα = (Rα, con, res, ind) により, 通常の共

役, 制限, 及び誘導写像をもつマッキー関手を表し ([3] 参照), これを CαG 表現関

手と呼ぶ. 次の補題を準備する ([5, Example 9.7], [33, Lemma 8.2] 参照)：
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補題 6.1 ([34]) U ⊴ K ≤ G とし, K/U は巡回群であるとする. N を C 上 1 次

元 CαU 加群とし, 任意の r ∈ K に対して N は conrU(N) に同型であるとする.

このとき, M が有限生成既約CαK 加群であって, N が resKU (M) の組成因子な

らば, N は resKU (M) に同型である.

　各H ≤ Gに対して Irrα(H)を既約 CαH 加群の同型類全体の集合とし, Linα(H)

を C 上 1 次元 CαH 加群の同型類全体の集合とする. 2節で定義した ΩM は, 集

合の族M(H) := Linα(H), H ≤ Gに対してもマッキー関手として定義される. 加

法的準同型の族 λαH : Rα(H) → ZLinα(H), H ≤ G を

λαH(χ) =

{
χ, χ ∈ Linα(H) の場合,

0, χ ∈ Irrα(H)− Linα(H) の場合

により定義する. H ≤ G とする. マッキー関手 Rα の誘導写像は, 加法的写像

ΘH : ΩM(H) → Rα(H), [H/K, ν] 7→ indHK(ν),
∀K ≤ H, ∀ν ∈ Linα(K)

を引き起こす. このとき, C(Rα) が G の巡回部分群の集合であること ([34] 参照)

及び補題 6.1 から, 加法的写像

ΨH : Rα(H) → ΩM(H), χ 7→
∑

(U,τ)∈R(H;M)

mα
τ (χ)[U, τ ],

∀χ ∈ Rα(H)

が存在して ΘH ◦ΨH = idRα(H) が成り立つ ([4, 5, 34] 参照). ただし

mα
τ (χ) =

1

|WH(U, τ)|
∑

(K,ν)∈S(H;M)≥(U,τ)

µ(U,K)δλαK◦resHK(χ),ν ,

S(H;M)≥(U,τ) = {(K, ν) ∈ S(H;M) | U ≤ K, ν|U = τ}

である. 特に, ブラウアの誘導定理の一般化を得る.

命題 6.2 ([34]) 上記の記号の下で, 次が成り立つ:

χ =
∑

(U,τ)∈R(G;M)

mα
τ (χ)ind

G
U (τ), χ ∈ Rα(G).

　この結果は次節定義する有限群の twisted quantum double の表現における誘

導定理に拡張される ([34] 参照).

7 有限群の twisted quantum double の表現における誘導定理

　 (CG)∗ を群環 CG から C への C 線形写像全体とする. f1, f2 ∈ (CG)∗ に対し
て (c1f1+c2f2)(g) = c1f1(g)+c2f2(g), (f1f2)(g) = f1(g)f2(g),

∀c1, c2 ∈ C, ∀g ∈ G
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と定め, (CG)∗ を C代数と考える. 集合 {ϕs ∈ (CG)∗ | s ∈ G}, ここで s ̸= g ∈ G

の場合に ϕs(g) = 0 及び ϕs(s) = 1, は (CG)∗ の C 基底を成す.

　 ω : G×G×G→ C× は標準化された 3 コサイクル, すなわち,

ω(g, r, s)ω(g, rs, t)ω(r, s, t) = ω(gr, s, t)ω(g, r, st), ∀g, r, s, t ∈ G

を満たし, g, r あるいは s が単位元である限り ω(g, r, s) = 1 であるとする. ω に

関する G の twisted quantum double Dω(G) はC 空間 (CG)∗ ⊗C CG において

積 (ϕs ⊗ g)(ϕt ⊗ r) = θs(g, r)ϕsϕ gt ⊗ gr,

余積写像 ∆(ϕr ⊗ g) =
∑

s, t∈G, st=r

γg(s, t)(ϕs ⊗ g)⊗ (ϕt ⊗ g),

ここで

θs(g, r) =
ω(s, g, r)ω(g, r, (gr)−1

s)

ω(g, g−1s, r)
, γs(g, r) =

ω(g, r, s)ω(s, s
−1
g, s

−1
r)

ω(g, s, s−1r)
,

を与えて定義される準三角準ホップ代数である ([12, 22, 25, 38] 参照).

　H ≤ G とし, Dω(G) の部分代数 Dω
G(H) を

Dω
G(H) =

∑
s∈G,h∈H

Cϕs ⊗ h

により定義する. 各 h ∈ H は
∑

s∈G ϕs ⊗ h ∈ Dω
G(H) と同一視され, (CG)∗ は

Dω
G(H) の部分代数 (CG)∗ ⊗ ϵ と同一視される. RDω

G(H) := R(Dω
G(H)) を有限生

成Dω
G(H) 加群の同型類の Z 線形結合からなり, 直和を加法とする加法群とする.

RDω
G = (RDω

G,Dcon,Dres,Dind) により, 通常の共役, 制限, 及び誘導写像をもつ

マッキー関手を表し ([3] 参照), これを Dω(G) 表現関手と呼ぶ.

　H ≤ G, s ∈ G とする. g, r, t ∈ Hs ならば

θs(g, r) = γs(g, r) =
ω(s, g, r)ω(g, r, s)

ω(g, s, r)
, θs(tg, r)θs(t, g) = θs(t, gr)θs(g, r)

が成り立つ. このように

θs : Hs ×Hs → C×, (g, r) 7→ θs(g, r)

は標準化された 2 コサイクルである.

　Gc を Gが共役 rs,ここで r, s ∈ G,により作用するGモノイド Gとし, H\Gc

を Gc におけるH 軌道の完全代表系とする.

　各 s ∈ Gc に対して Dω
G(H) の両側イデアル Dω

s (H) を

Dω
s (H) =

∑
rHs∈H/Hs

∑
h∈H

Cϕ rs ⊗ h
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により定義する. Dω
G(H) は Dω

s (H), s ∈ H\Gc の直和で表され, 任意の Dω
G(H)

加群 M は部分加群 Dω
s (H)M , s ∈ H\Gc の直和で表される. 任意の Dω

s (H) 加

群, s ∈ Gc, は Dω
G(H) 加群とみなされる.

　 s ∈ Gc とし, Dω
s (H) の左イデアル Eω

s (H) を

Eω
s (H) =

∑
h∈H

Cϕ hs ⊗ h

により定義する. 捻れ群環 CθsHs を Eω
s (H) の部分空間とみなし, h ∈ CθsHs,

h ∈ Hs を ϕs ⊗ h ∈ Eω
s (H) と同一視する. このとき, Eω

s (H) は右 CθsHs 加群と

考えられる. また, Dω
G(H) 加群 M に対して ϕsM := {ϕsx | x ∈ M} を左 CθsHs

加群と考える. 準備として, いくつか補題を述べる.

補題 7.1 ([34]) H ≤ G, s ∈ Gc とする. 有限生成 CθsHs 加群の圏 CθsHs-mod

と有限生成 Dω
s (H) 加群の圏Dω

s (H)-mod は, 次の関手により圏同値となる:

ζ1H,s : CθsHs-mod → Dω
s (H)-mod, N 7→ Eω

s (H)⊗CθsHs
N,

ζ2H,s : D
ω
s (H)-mod → CθsHs-mod, M 7→ ϕsM.

　以下, 補題 7.1 における記号を用いる. s ∈ Gc, g ∈ G とする. H ≤ Gs のとき,

任意の有限生成 CθsH 加群 N に対して con g
sH(N) ∈ CθgsgH を

con g
sH(N) = ζ2gH, gs ◦Dcon

g
H ◦ ζ1H,s(N)

= (ϕ gs ⊗ g)⊗Dω
G(H) (E

ω
s (H)⊗CθsH N),

ここで DcongH ◦ ζ1H,s(N) は Dω
gs(

gH) 加群と考えている, により定義する.

補題 7.2 ([34]) H ≤ G, s ∈ Gc, h ∈ H とする. (i) 任意の有限生成 CθsHs 加群

N に対して Dω
G(H) 加群として次が成り立つ:

ζ1H,s(N) ∼= ζ1H, hs ◦ con
h

sHs
(N).

(ii)任意の有限生成 Dω
G(H) 加群 M に対してCθhsHhs 加群として次が成り立つ:

ϕ hsM ∼= con h
sHs

(ϕsM).

　加法的写像の族 con g
sH : R(CθsH) → R(CθgsgH), s ∈ Gc, H ≤ Gs, g ∈ G を

con g
sH([N ]) = [con g

sH(N)] = [ζ2gH, gs ◦Dcon
g
H ◦ ζ1H,s(N)], N ∈ CθsH-mod,

ここで [N ] は N を含む CθsH 加群の同型類, により定め, 斜共役写像と呼ぶ.

補題 7.3 ([34]) マッキー関手の集まり Rθ
s := Rθs = (Rθs , con, res, ind), s ∈ Gc

と斜共役写像 con g
sH : R(CθsH) → R(CθgsgH), s ∈ Gc, H ≤ Gs, g ∈ G は Z 上

StGc(G) のマッキー束 Rθ を定める.
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　各 H ≤ Gに対して有限生成 Dω
G(H) 加群 M を含むDω

G(H) 加群の同型類を

[M ] で表す. 補題 7.1, 7.2 より, 各 H ≤ G に対して次の加法的同型が存在する:

ΓH : RDω
G(H) → Rθ

Gc(H), [M ] 7→ ([ϕsM ])s∈Gc = ([ζ2H,s(D
ω
s (H)M)])s∈Gc ,

Γ′
H : Rθ

Gc(H) → RDω
G(H), ([N(s)])s∈Gc 7→

∑
s∈H\Gc

[ζ1H,s(N(s))].

定理 7.4 ([34]) マッキー関手 RDω
G は Rθ

Gc と同型である. 実際, 加法的同型の

族 ΓH : RDω
G(H) → Rθ

Gc(H), H ≤ G は同型 Γ : RDω
G → Rθ

Gc を定める.

　 ω が自明, すなわち, ω(g, r, s) = 1, ∀g, r, s ∈ G ならば, D(G) = Dω(G),

DG(H) = Dω
G(H), ここで H ≤ G, 及び RDG = RDω

G とおく. C 代数 D(G)

は G の quantum double と呼ばれる ([12, 24, 37] 参照). 各 H ≤ G に対して

R(DG(H)) は有限生成 DG(H)加群の同型類の Z線形結合からなり, 直和を加法,

テンソル積を乗法とする環である. さらに, マッキー関手 RDG についてフロベ

ニウス公理が成り立ち, RDG はグリーン関手である ([37, Section 5] 参照).

　 a(G) を CG の表現環, すなわち, 有限生成 CG 加群の同型類の Z 線形結合か
らなり, 直和を加法, テンソル積を乗法とする可換環とする ([10, §80D] 参照). Z
上 G のグリーン関手 a = (a, con, res, ind) を通常の共役, 制限, 及び誘導写像を

もつ環の族 a(H), H ≤ G として定め, CG 表現環関手と呼ぶ.

　次の定理 7.4 の系を得る ([30, Theorem 5.5] 参照).

系 7.5 ([34]) グリーン関手 RDG は aGc と同型である. 実際, 加法的同型の族

ΓH : RDG(H) → aGc(H), H ≤ G は環同型の族であり, グリーン関手の同型

Γ : RDG → aGc を定める.

注意 7.6 例 2.1 の記号の下で S = Gc とし, H ≤ G とする. 斜 G 集合 (G/H, s)

の C スパン ⟨(G/H, s)⟩C は

(ϕt ⊗ g)(rH, s) = δt grs(grH, s),
∀g, r, t ∈ G

により D(G) 加群であり ([39, p. 18] 参照), Gs 集合 Gs/H のC スパン ⟨Gs/H⟩C
は自然に CGs 加群の構造をもつ. ω が自明であるとき,

ζ1(⟨Gs/H⟩C) =

(∑
r∈G

Cϕ rs ⊗ r

)
⊗CGs ⟨Gs/H⟩C

であり, 次の写像は D(G) 加群同型である:

ζ1(⟨Gs/H⟩C) → ⟨(G/H, s)⟩C, (ϕ rs ⊗ r)⊗H 7→ (rH, s).

グリーン関手の同型 Ξ : ΩGc → aGc を環同型の族

ΞK : ΩGc(K) → aGc(K), (([V (t)])t∈Gc) 7→ ([⟨V (t)⟩C])t∈Gc , K ≤ G,
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ここで V (t) は Kt 集合で ⟨V (t)⟩C は V (t) の C スパン, として定める. このとき

グリーン関手の同型Θ : CΩ(−, Gc) → ΩGc が存在して ([31, 34] 参照), 可換図式

CΩ(−, Gc)
Γ−1◦Ξ◦Θ−−−−−→ RDG

Θ

y yΓ

ΩGc −−−→
Ξ

aGc

について Γ−1
G ◦ ΞG ◦ΘG([G/H, s]) = [⟨(G/H, s)⟩C] を得る.

　もう１つの定理 7.4 の系を得る ([37, Theorem 5.5] 参照).

系 7.7 ([34]) 次の写像は Q 同型である:

Q⊗Z R(D
ω(G)) →

∏
H∈Cl(G,Cyc)

Q⊗Z

 ∏
s∈CG(H)

R(CθsH)

NG(H)

,

[M ] 7→
((

resGs
H (ϕsM)

)
s∈CG(H)

)
H∈Cl(G,Cyc)

,

ここで Cl(G,Cyc) は G の非共役な巡回部分群の集まりで最大なものを表す. さ

らに, 次の写像は Q 代数同型である:

Q⊗Z R(D(G)) →
∏

H∈Cl(G,Cyc)

Q⊗Z

(
a(H)⊗Z ZCG(H)

)NG(H)

,

[M ] 7→

 ∑
s∈CG(H)

resGs
H (ϕsM)⊗ s


H∈Cl(G,Cyc)

.

　アルティン誘導定理の一般化を述べる ([28, Theorem 4.1] 参照).

系 7.8 ([34]) 任意の有限生成 Dω(G) 加群 M に対して次が成り立つ:

[M ] =
∑

H∈Cl(G,Cyc)

1

|NG(H)|
∑
K≤H

|K|µ(K,H)[Dω(G)⊗Dω
G(K) (M |Dω

G(K))].

注意 7.9 conj(G) = G\Gc とおく. (i) 次の写像は C 同型である:

C⊗Z R
θ
Gc(G) →

∏
s∈conj(G)

Z(CθsGs), ([Ms])s∈Gc 7→

(∑
g∈Gs

Tr(s,Mg)g

)
s∈conj(G)

.

(ii) 次の写像は C 代数同型である:

C⊗Z R(D
ω(G)) →

∏
s∈conj(G)

Z(CθsGs), [M ] 7→

(∑
g∈Gs

Tr(s, ϕgM)g

)
s∈conj(G)

.

これは [38, Theorem 2.2] であり, [37, p. 316] を一般化した ([23, 2.2(g)] 参照).
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8 単項バーンサイド環の単数群

　まず, バーンサイド環 Ω(G) の単数群 Ω(G)× に関する基本的な事柄を述べる.

A = {ϵ} の場合の 3節の議論から, Ω(G) を (Ω(G)
φ
↪→)Ω̃(G) =

∏
H∈Cl(G) Z の部

分環とみなすとき, Ω(G)× は Ω̃(G)× =
∏

H∈Cl(G)⟨−1⟩ に埋め込まれ, 基本アーベ

ル 2 群であることが分かる ([14, Proposition 3.1] 参照). よって x ∈ Ω(G) が単

数であるための必要十分条件は ([G/G]± x)/2 が Q⊗Z Ω(G) のべき等元となる

ことである. 例えば H ≤ G かつ |G : H| = 2 ならば ([G/H])2 = 2[G/H] であ

り, [G/G] − [G/H] ∈ Ω(G)× となる. G が奇数位数ならば, 式 (I) より Ω(G)×

は ([G/G] ± x)/2 が Ω(G) のべき等元である元 x から成っており, |Ω(G)×| は
Ω(G) のべき等元の個数に一致する. 一方, G が可解であるための必要十分条件

は Ω(G) のべき等元が 0 と [G/G] に限ることである ([13] 参照). よって, ファイ

ト–トンプソンの定理 “奇数位数の群は可解である” と命題 “G が奇数位数ならば

Ω(G)× = {±[G/G]} である” は同値である. Ω(G)× に関する結果は多数あるが,

最後に, そのうちの幾つかと単項バーンサイド環の単数群に関する結果を述べる.

例 8.1 有限 G ポセット P の被約レフシェッツ不変量 Λ̃P とは次で定義される

Ω(G)の元のことをいう: Λ̃P =
∑∞

i=0(−1)i[Sdi(P )]−[G/G],ここでSdi(P )は i+1

個の P の元から成る鎖 x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xi 全体の集合である. X を G 集合とし,

P (X) を X の部分集合から成るG ポセットとする. P (X) = P (X)− {∅, X} と
おくとき, 任意の K ∈ Cl(G) に対して

∑∞
i=0(−1)i|Sdi(P (X)K)| − 1 = (−1)|K\X|,

ここで P (X)K は K 固定点の集合及び K\X は X におけるK 軌道の集合, が

成り立つ. (これは P (X)K の被約オイラー–ポアンカレ標数と呼ばれる.) これよ

り φ(Λ̃P (X)) = ((−1)|K\X|)K∈Cl(G) が得られ, Λ̃P (X) ∈ Ω(G)× となる ([35] 参照).

定理 8.2 ([26]) G がアーベル群ならば次が成り立つ:

Ω(G)× = ⟨−[G/G], [G/G]− [G/H] | H ≤ G, |G : H| = 2⟩.

定理 8.3 ([42]) Ω̃(G)× ∩ Imφ は, 任意の U ≤ G に対して写像 gU 7→ xUx⟨g⟩U ,
∀g ∈ NG(U) がWG(U) := NG(U)/U の指標である元 (xH)H∈Cl(G) から成る.

定理 8.4 G が有限アーベル群 A の作用群であるとする. 単項バーンサイド環

Ω(G,A) の単数群は, 捻れ部分群 Ω(G,A)ω と有限生成自由アーベル群の直積で

ある. さらにΩ(G,A)ω = Ω(G)× ×H1(G,A)×F , ここで

F =

{
1

|G|
∑
U≤G

|U | ·

(∑
U≤H

µ(U,H)[(G/U)σH |U ]

)∣∣∣∣∣ (σH)H≤G ∈ H, σG = 1G

}
,

H =

{
(σH)H≤G ∈ G(G,A)

∣∣∣∣∣ σH ∈ H1(H,A), ∀H ≤ G,

σU = res
⟨g⟩U
U (σ⟨g⟩U),

∀U ≤ G, ∀gU ∈ WG(U)

}
.

特に G が可解群ならばΩ(G,A)ω = Ω(G)× ×H1(G,A) が成り立つ.

　定理 8.3, 8.4 の証明には定理 3.4 (基本定理) が応用される.
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