
頂点作用素代数における Zhu の有限性条件の現在
安部 利之 (愛媛大学大学院理工学研究科)

1 序
頂点作用代数 (Vertex Operator Algebra, 以下 VOA) と呼ばれる代数系は, 整数
と対応付けられた可算無限個の二項演算を備えたベクトル空間である. その演算
達の間には Borcherds 恒等式と呼ばれる関係式があり,それらの演算は結合則も交
換則も満たさないが, 頂点作用素と呼ばれる演算の母関数を考えると, その母関数
が結合則や交換則にあたる関係式を満たしている. 講演では, VOA の定義から出
発し, C2-有限性という概念を中心に, 現在まで知られた結果や予想, 今後の展開に
ついての解説を行った. この C2-有限性 (C2-余有限性とも呼ばれる）は, その定義
は一見簡明なのであるが, VOA の表現論において非常に多くの豊かな性質を導く
性質である. その意味においても, 具体的な模型において実際にその性質を満たす
かどうかの検証は困難な場合が多い. そこで, ここでは C2-有限性から得られる諸
結果についてはまとめるだけにしておいて, どのように C2-有限性を検証するのか
という点に注目して述べていきたい.

今回の講演は, C2-有限性に関する研究が現在までにどのくらい進んでいるのか,

そしてどのような未解決問題があるのかまとめて, 発表する非常に良い機会でし
た. このような機会を与えていただいた, 代数学シンポジウムのオーガナイザーの
皆様, 特に千吉良直紀氏にはこの場を借りてお礼申しあげます.

2 VOA

VOA の定義については幾つか流儀があるが, ここでは可算無限個の積を持つ代
数系ということを強調するために Borcherds 恒等式を用いた定義を採用する (例え
ば [MN]を参照). またベクトル空間は C上で考える. 全体を通して非負整数全体
の集合を Z≥0 で表し, 正の整数全体の集合を Z>0 で表す.

2.1 VOA の定義

VOAとは, 任意の n ∈ Z に対し, n-積と呼ばれる双線形演算

·(n)· : V × V → V, (a, b) 7→ a(n)b

を備えた Z≥0-graded ベクトル空間 V =
⊕∞

d=0 Vd であって, 特別な元 1 ∈ V0 およ
び ω ∈ V2 を持つものである. その公理は (V1)–(V6) まであるが, 必要な事柄を
述べながら一つずつ挙げていく.
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(V1) 任意の a, b ∈ V に対し, 整数N が存在して, a(n)b = 0 (n ≥ N) が成り立つ.

(V2) Borcherds 恒等式 : a, b, c ∈ V , p, q, r ∈ Z,

∞∑
i=0

(
r

i

)
(a(p+i)b)(r+q−i)c

=
∞∑
i=0

(
p

i

)
(−1)i(a(p+r−i)(b(q+i)c)− (−1)pb(p+q−i)(a(r+i)c)) (2.1)

両辺とも無限和の形をしているが, 公理 (V1) より, 実際には a, b, c を固定すれば,

有限和となることがわかる.

この恒等式から導かれる式を幾つか挙げておこう.

• 交換公式:
∞∑
i=0

(
r

i

)
(a(i)b)(r+q−i)c = a(r)(b(q)c)− b(q)(a(r)c) = [a(r), b(q)]c. (2.2)

この式は (2.1) において p = 0 とおけば得られる.

• 結合公式:

(a(p)b)(q)c =
∞∑
i=0

(
p

i

)
(−1)i(a(p−i)(b(q+i)c)− (−1)pb(p+q−i)(a(i)c)) (2.3)

この式は (2.1) において r = 0 とすれば得られる.

(V3) (真空元 1 ∈ V0) 任意の a ∈ V , m ∈ Z に対し,

1(m)a = δm,−1a, a(−1)1 = a, a(m)1 = 0 if m ∈ Z≥0.

真空元に関しては次の公式が得られる.

命題 2.1. 任意の a, b ∈ V , n ∈ Z に対し,

(a(−2)1)(n)b = −na(n−1)b. (2.4)

証明: 結合公式 (2.3) より,

(a(−2)1)(n)b =
∞∑
i=0

(
−2

i

)
(−1)i(a(−2−i)1(n+i)b− 1(−2+n−i)a(i)b)

=
∞∑
i=0

(i+ 1)(δn+i+1,0a(−2−i)b− δn−i−1,0a(i)b)

= −n
∞∑
i=0

(δi,−n−1 + δi,n−1)a(n−1)b

= −na(n−1)b.
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(V4) (Virasoro 元 ω) 任意の整数 n に対し, ω(n+1) による左積を Ln とおく. こ
の時, ある複素定数 cV が存在して, Virasoro 代数の交換関係式

[Lm, Ln]a = (m− n)Lm+na+
m3 −m

12
δm+n,0cV a

が成り立つ. この cV を V の 中心電荷という.

別の言い方をすれば, {Ln, idV } によって V は中心電荷 cV の Virasoro 代数の加
群となるということである.

(V5) 任意の a ∈ V に対し, L−1a = a(−2)1.

式 (2.4)を用いると次の式が成り立つことがわかる.

命題 2.2. 任意の a, b ∈ V , n ∈ Z に対し,

(L−1a)(n)b = (a(−2)1)(n)b = −na(n−1)b (2.5)

特に任意の n ∈ Z>0 に対し,

a(−n−1)1 =
1

n!
L−1

na ∈ L−1V, (2.6)

a(−n)b =
1

(n− 1)!
(L−1

n−1a)(−1)b = (a(−n)1)(−1)b. (2.7)

(V6) Vd は左積 L0 に関する固有値 d の固有空間である. a ∈ Vd のとき, a の ウェ
イト と呼ぶ. また dimC Vd < ∞.

VOA V は V0 = C1であるとき, CFT 型と呼ばれる. このとき, L−11 = ω(0)1 =

0 より, C1 ⊂ Ker L−1 である. 一方 {L−1, 2L0, L1} が sl2-triple を与えることに注
意すると, Ker L−1 は V の graded 部分空間であることがわかる. その L0 の固有
値は非負であり, 更に任意の u ∈ Ker L−1 に対し, u は有限次元 sl2(C)-加群を生
成するので, sl2（C) の表現論から, L0u = 0 すなわち u ∈ C1 であることがわかる.

このように CFT 型の VOA では

Ker L−1 = C1

が成立している.

2.2 VOA の加群

VOA V の加群について簡単に述べる. まず 弱 V -加群 とは, 各整数 n に対し,

双線形写像
−(n)− : V ×M → M, (a, u) 7→ a(n)u

を備えているベクトル空間 M であって, 次の公理を満たすものである.
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(M1) 任意の a ∈ V , u ∈ M に対し, ある N ∈ Z が存在して a(n)u = 0 (n ≥ N).

(M2) Borcherds 恒等式 : 任意の a, b ∈ V , u ∈ M , p, q, r ∈ Z に対し,

∞∑
i=0

(
r

i

)
(a(p+i)b)(r+q−i)u

=
∞∑
i=0

(
p

i

)
(−1)i(a(p+r−i)(b(q+i)u)− (−1)pb(p+q−i)(a(r+i)u)).

(M3) 任意の u ∈ M , n ∈ Z に対し, 1(n)u = δn,−1u.

ここで Ln := ω(n+1) (n ∈ Z) とおくと M もまた中心電荷 cV の Virasoro 代数の
加群となる.

定義 2.3. (1) 弱 V -加群 M が適当な Z≥0-grading M =
⊕∞

d=0M(d) に関し,

a(n)M(m) ⊂ M(k +m− n− 1), a ∈ Vk

を満たす時, M を Z≥0-gradable 加群と呼ぶ (許容加群ともよぶ).

(2) 弱加群 M が, L0 の有限次元固有空間の直和に分解するとき M は (通常の)

加群と呼ぶ.

定義 2.4. VOA V は任意の弱加群が既約な加群の直和に分解されるとき正規 で
あるという. また任意の Z≥0-gradable 加群が既約な Z≥0-gradable 加群の直和に
分解するとき有理的であるという.

VOA が正規ならば有理的であることがわかる. 逆も正しいと予想されているが,

現在の所未解決であり, 次の節で述べる定理 3.2 のようにある仮定のもとでは成立
することが知られている.

3 C2-有限性の定義とその帰結
ここではC2-有限性の定義や性質について述べる. まず一般に CN 有限性の定義
をする. 任意の N ≥ 2 に対し, V の部分空間

CN(V ) := ⟨a(−N)b|a, b ∈ V ⟩C.

を考える.

定義 3.1. VOA V が CN -有限 ⇔ dimV/CN(V ) < ∞.

4



1992 年, Y. Zhu が C2-有限性の概念を学位論文で導入した. その後出版された
記念碑的論文 [Zh]では, Zhu は有限性条件 C と呼んでいる. また Zhu はその論文
の中で, 有理性についても考察しており, Zhu 代数と呼ばれる VOA の商空間とし
て得られる単位的結合代数を導入し, 有理的ならば Zhu 代数が半単純であるとい
う結果を証明した. この Zhu 代数はその既約加群から VOA の既約加群が構成で
きるなど, VOA の表現論と密接に関連している. 特に有理的であれば既約加群が
有限個になることもわかる.

このようには有理性という概念がちょうど共形場理論における有理性に対応す
ると考えられていた. つまり単純な VOA に対し, 次の有理的共型場理論のモデル
の持つ諸性質:

(i) 既約な通常の加群は同型を除き有限個.

(ii) 通常の加群は完全可約.

(iii) 跡関数のモジュラー不変性.

(iv) 中心電荷, 共形ウェイトは有理数.

(v) フュージョン則の有限性.

(vi) 有限生成 V -加群の圏は適当なテンソル積に関し,モジュラーテンソル圏 (Ver-

linde 公式が成立).

が有理性のみから導かれると期待されていた. 現在までに, これら諸性質は単純,

有理的かつC2-有限な VOA に対して成立することが証明されている. 参考となる
文献としては (i), (ii), (iii) については [Zh], (iv) は (iii) 及び [AnM]. (v) は [AN]

及び [Bu]. (vi)については例えば [Hu1] でまとめられている.

実は有理性と C2-有限性が成り立つとき, 任意の弱加群が完全可約になることが
知られている.

定理 3.2. CFT 型の VOA V が正規であるための必要十分条件は有理的かつ C2-

有限的であることである.

証明は (⇒) は [Li99], (⇐)は [ABD04] による.

4 C2-有限性の効用
前節では有理的共型場理論のもつ豊かな構造が, 有理性と C2-有限性から導かれ
ることを述べた. 実はこれらの構造の類似もしくは一般化が C2-有限性のみから導
かれることが知られている.

i) 既約加群は同型を除き有限個 ([Zh]).

5



ii) 有限生成加群は有限組成列を持つ ([Mi1]).

iii) 擬跡関数のモジュラー不変性 ([Mi1]).

iv) 中心電荷, 共形ウェイトは有理数 ([Mi1], [AnM]).

v) フュージョン則の有限性 ([AN]).

vi) 有限生成 V -加群の圏は適当なテンソル積に関し,ブレイドテンソル圏 ([Hu2]).

物理の分野では「logarithmic共型場理論」が 1993年頃から研究されていた（cf.

[Gu]). これが「有理的とは限らない C2-有限な VOA」に対応すると考えられてい
る. 有理的でない C2-有限な VOAの例はここ数年でいろいろ発見されてきている.

例 4.1. Triplet VOA Wp, p ≥ 2 ([CF], [NT2]). 中心電荷は c = cp,1 = 1− 6 (p−1)2

p
.

例 4.2. symplectic-fermionic VOSA の偶部分 ([Ab1]).

例 4.3. W -代数 W2,q q : (奇数≥ 3) ([FGST], [AdM]) . 一般の Wp,q についてはま
だ予想. ただし, この V OA は単純ではない.

C2-有限性の与える VOA の構造への寄与に関しては Gaberdiel と Neitzke によ
る論文 [GN] が非常に大きな影響を与えた.

定理 4.4. (Gaberdiel-Neitzke による生成系定理) V を CFT 型の VOA とし, 部
分空間 U を C2(V ) の補空間とする; V = U ⊕ C2(V ). このとき

V = ⟨a1(−n1)
· · · ar(−nr)1|a

i ∈ U, n1 > n2 > · · · > nr ≥ 1⟩C. (4.1)

この定理より, 直ちに次の定理が得られる.

定理 4.5. V を CFT 型の頂点作用素代数とする. このとき V が C2-有限である
ことと, ある N ≥ 2 に対し CN -有限となることは同値である.

この定理からも C2-有限性が非常に強い拘束条件であることがわかる. 定理 4.4

は Buhl ([Bu]) により, 有限生成弱加群に対し少し生成系に条件の入った形で一般
化され, その後, 宮本氏 ([Mi1]), 永友-土屋両氏 ([NT1]) により改良されている.

定理 4.6. V を CFT 型の VOA とし, M を u ∈ M で生成された弱 V -加群とす
る. また U を V における C2(V ) の補空間とする. このとき

M = ⟨a1(−n1)
· · · ar(−nr)u|a

i ∈ U, n1 > n2 > · · · > nr⟩C. (4.2)

CN -有限性は弱加群に対しても自然に定義できるが, 定理 4.6 により, 次の定理
が成り立つことがわかる.

定理 4.7. V を CFT 型の頂点作用素代数とし, M を有限生成弱 V -加群とする.

このとき M が C2-有限であることと, ある N ≥ 2 に対し, CN -有限となることは
同値である.
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5 C2-有限性の検証方法
ここでは実際にどのように C2-有限性が検証されていくのか, 幾つかに分けて見
ていく. [Zh] で示されているように, 商空間

R(V ) := V/C2(V )

には, a := a+C2(V ) (a ∈ V ) とおいたとき, 可換結合積を a · b := a(−1)b, Lie積を
[a, b] := a(0)b (a, b ∈ V ) と定義することで Poisson 代数の構造が入る. 言い換えれ
ば −1-積と 0-積がそれぞれ R(V ) に可換結合積と Lie-積を誘導する.

今, 任意の a ∈ V に対し, L−1a = a(−2)1であるので,

L−1V ⊂ C2(V )

となることがわかる. 特に (2.6) より, 任意の正の整数 n に対し,

a(−n−1)1 = 0 (5.1)

が得られる.

5.1 強生成系を用いた検証方法

まず強生成系の定義を述べる.

定義 5.1. V を CFT 型の VOA とし, S ⊂ V とする. S が V の 強生成系である
とは,

V = ⟨a1(−n1)
· · · ar(−nr)1|a

i ∈ S, ni ∈ Z>0⟩C
が成り立つことをいう.

このとき, (2.7) より,

a1(−n1)
· · · ar(−nr)1 = (a1(−n1)

1)(−1)(a
2
(−n2)

1)(−1) · · · ar(−nr)1.

従って, ある i について ni ≥ 2 ならば,

a1(−n1)
· · · ar(−nr)

1 = a1(−n1)
1 · a2(−n2)

1 · · · · · ar(−nr)
1 = 0

となることがわかる. また明らかに

a1(−1) · · · ar(−1)1 = a1 · a2 · · · · · ar.

従って, 次の命題を得る .

命題 5.2. V が S で強生成されるならば, R(V ) は可換代数として S = {a|a ∈ S}
で生成される.
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このように強生成系 S を一つ取り, R(V ) の生成系 S に対し, dimR(V ) < ∞ を
示すのに十分な関係式を見つけることで C2-有限性が検証できる.

例 5.3. (極小系列に属する Virasoro VOA) 中心電荷 c の 単純 Virasoro VOA

L(c, 0) は {ω} を強生成系に持つ. つまり

R(L(c, 0)) = C[ω] ∼= “C[x] の商環”

となることがわかる.

ここで c = cp,q = 1− 6(p−q)2

pq
(p, q ≥ 3, (p, q) = 1) の場合を考える. VOA L(c, 0)

において, ある w ∈ C2(L(c, 0)) が存在して, L
(p−1)(q−1)

2
−2 1+w = 0 が成り立つことが

知られている (cf. [IK]). 従って

ω
(p−1)(q−1)

2 = 0 in R(L(c, 0)).

となることがわかる. このことより, R(L(cp,q, 0)) には C[x]/(x
(p−1)(q−1)

2 ) から全射
準同型が存在するので R(L(cp,q, 0)) は有限次元, すなわち L(cp,q, 0) が C2-有限で
あることがわかる.

この c = cp,q は極小系列の中心電荷と呼ばれており, L(c, 0) は C2-有限である
ための必要十分条件が適当な p, q に対し c = cp,q となることが知られている (cf.

[Ar1]).

この例以外にも強生成系を用いて証明されている主な例として以下のものがある.

1: 正定値偶格子 L に付随して得られる格子 VOA VL ([DLM])

2: 単純 Lie 代数 g に付随するレベル k 単純 affine VOA Lk(g). Lk(g) が C2-有
限 ⇔ k ∈ Z≥0 (⇐ [DLM], ⇒ cf. [Ar1]).

3: 階数 1の格子 VOA VZ
√
2n の Z2-オービフォールド模型 V +

Z
√
2n

([Yam]),
√
2A2

に付随した格子 VOA の Z3-オービフォールド模型 ([TY]).

4: 一般の格子 VOA の Z3-オービフォールド模型 ([Mi2]).

5: 単純, 非有理な C2-有限 simple VOA; triplet VOA Wp, W -代数 W2,p.

6: affine Lie 代数に付随する W -代数 ([Ar1]).

5.2 充満部分 VOA を用いた方法

別の検証方法として, 充満部分VOA を用いた方法も知られている.
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定義 5.4. V を VOA, U を V の部分VOA, つまり V の n 積で閉じていて, その
n-積に関し VOA となる部分空間とする. U の Virasoro 元が V の Virasoro 元と
一致する時, U を V の 充満部分VOAという.

充満部分 VOA の C2-有限性に関しては, 次の定理が知られている.

定理 5.5. V が C2-有限な充満部分VOA を含むならば V は C2-有限である.

証明: V は U -加群として有限生成となるので, 定理 4.6 より, U -加群として C2-有
限である. よって V -加群としても C2-有限である.

従って V の C2-有限な充満部分 VOA を見つけることによって, V の C2-有限
性が示される. 以下はC2-有限な充満部分VOA を見つけることで C2-有限性が検
証される例である.

1: コード VOA やフレーム VOA, 特にムーンシャイン VOA. これらの VOA

は, Isingフレームと呼ばれる L(1
2
, 0)の幾つかのテンソル積を充満部分 VOA

として含むので C2-有限. ここで 1
2
= c4,3 より, L(1

2
, 0) は C2-有限である.

2: 階数 d の格子 VOA は階数 1 の格子 VOA の d 個のテンソル積を充満部分
VOA として含むので C2-有限.

3: 階数 d の格子 VOA の Z2-オービフォールド模型.

4: 中心電荷 −2d の symplectic-fermionic VOSA の偶部分 ([Ab1]).

6 C2-有限性に関する未解決問題
幾つかのトピックに分けて予想や未解決問題を紹介する .

6.1 オービフォールド模型

単純 VOA V とその有限自己同型群 G に対し,

V G := {a ∈ V |g(a) = a, ∀g ∈ G}

は V の充満部分 VOA となる ( オービフォールド模型).

予想 6.1. G が有限自己同型群の時, V が C2-有限ならば V G も C2-有限である.
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この予想に関しては |G| = 2 でも未解決である. G が巡回群の場合には宮本氏
による研究があり, 現在検証中である (cf. 宮本氏の前年度代数学シンポジウム報
告集).

オービフォールドに関する予想 6.1の特別な場合であるが, 現在研究中の置換
オービフォールド模型について最近の進展を紹介する.

CFT型の VOA V に対し, その n個のテンソル積 T n(V ) = V ⊗n は自然に VOA

となる. T n(V ) にはテンソル因子の置換として, n 次対称群 Sn が自己同型群とし
て自然に作用する. このとき得られるオービフォールド模型 T n(V )Sn を Sn-置換
オービフォールド模型という. 一般の置換群 Ω ⊂ Sn に関しても T n(V )Ω を考え
ることができる. ただ C2-有限性という観点から見れば, T n(V )Ω は T n(V )Sn を充
満部分 VOA として含むので, T n(V )Sn の C2-有限性が示されれば, 定理 5.5より
T n(V )Ω が C2-有限であることが導かれる.

予想 6.2. V が C2-有限ならば, T n(V )Sn は C2 有限である.

最近 [Ab2] において, n = 2 の場合は解決されてた.

6.2 コミュタント (コセット 構成)

V を VOAとし, ω を V のVirasoro 元, U を V の (充満ではない)部分 VOA,

ω1 を U の Virasoro 元とする. このとき V の部分空間

ComV (U) = {u ∈ V |a(i)u = 0,∀a ∈ U, i ∈ Z≥0}

は, ComV (U) は Virasoro 元 を ω2 = ω−ω1 とする V の部分VOA となる ([FZ]).

この部分 VOA ComV (U) を U の V における コミュタント という. 実際には, コ
ミュタントは U というより, むしろ Virasoro 元 ω1 のみを用いて,

ComV (U) = {u ∈ V |ω1
(0)u = 0}

によって与えられる.

今, W を Virasoro 元が ω1 の V の部分VOA とすると,

ω2
(0)w = ω(0)w − ω1

(0)w = w(−2)1− w(−2)1 = 0, w ∈ W.

が得られるので, 包含関係

W ⊂ ComV (ComV (U))

が成立する. 二重コミュタント ComV (ComV (U)) は ω1 を Virasoro元とする最大
の部分VOA であることがわかる.

予想 6.3. V および U が C2-有限ならば ComV (U) は C2-有限である.
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この予想は, ω2 を Virasoro 元として含む C2-有限な V の部分VOA W が存在
する場合には正しいことがわかる. 実際,

ComV (U) = ComV (ComV (W )) ⊃ W.

が成り立つので, ComV (U) は W を充満部分 VOA として含む. 従って定理 5.5 よ
り, ComV (U) が C2-有限であることがわかる.

予想 6.3の解決に向けて, 一般論からの決定的な手掛かりはまだ見つかってない
が, 予想を裏付けるいくつかの例が知られている。

例 6.4. (1) ([GKO]): k ∈ Z>0, ComLk(sl2)⊗L1(sl2)(Lk+1(sl2)) ∼= L (ck+2,k+3, 0).

(2) ([AdP]): k ∈ Z>0, ComL1(o2k)⊗L1(o2k)(L2(o2k)) ∼= V +

Z
√
2k
.

例 6.5. Parafermion VOA (Dong, Lam, Wang, Yamada の研究 (2009–2011, J.

Alg.) : g を有限次元単純 Lie 環, k ∈ Z≥0, M(k) を g ⊂ Lk(g)1 のカルタン部分環
から生成される Lk(g) の部分VOAとする. このとき, コミュタント

K(g, k) = ComLk(g)(M(k)).

に関し, 次が知られている.

g が A,D,E 型 ⇒ k ≤ 6 ならば K(g, k) は C2-有限.

g が G2 型 ⇒ k ≤ 2 ならば K(g, k) は C2-有限.

g が上記以外の型 ⇒ k ≤ 3 ならば K(g, k) は C2-有限. ただしこの k の上限は
現在発表されている数値であり, 任意の k について成立すると考えられている.

6.3 表現論との関連

一般に dimR(V ) を正確に計算することは非常に困難である. したがって R(V )

の次元と表現論との関連については現在のところはっきりしとしたものは見つかっ
ていない. しかし幾つかの例を通して様々な観察がなされている.

• dimR(V ) に何か意味があるのか？

この問題に関しては, dimR(V )と Zhu 代数 ([Zh]) の次元との関連について
[GaGa] において例を通し議論されている. affine VOA に関して [FL], [FFL] にお
いて次元の等価が確認されている.

• R(V ) の Poisson 代数構造と表現論の関係は？

可換環R(V )に付随する代数多様体との関連について荒川氏の研究がある ([Ar1]).

荒川氏はこの観点から affine リー代数に付随する種々の W -代数の C2-有限性の証
明を与えている.
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