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1 序

本論は不変式環の環論的性質, というタイトルでのサーベイであるが, このこ
とは大きく二つに分けられる. 有限生成性 (ネーター性も含む) と, それ以外,
である. 講演の方で的を絞りきれずに両方の話をさせて頂くこととなったの
で, この報告集でも, 両方の話題を扱ってみたい.
不変式環の生成元を求めようという努力は１９世紀に遡る. だから生成

元がいつ有限個か？という問題も関連して極めて基本的であり, 本論でも述
べるように, 現在でも活発な研究が続けられている. 動機についてほぼ説明
不要の重要問題といえるだろう. 永田雅宜による Hilbert の第 14 問題に対す
る反例 [Na1] や, Mumford 予想に纏わる永田雅宜, Haboush らの活躍 [Na3],
[Hab] は大変有名であるが, 1990 年の P. Roberts の論文 [Ro] に端を発する
一連の研究によって, どの程度まで不変式環が有限生成にならないか, という
線引きまで徐々にではあるが出来つつある.
「それ以外」の方の本格的な研究は,それに比べて,比較的歴史が浅い. 丁度

現代的可換環論の発展のあとを追いかけるような形で発展してきた,といえる
と思う. 1970年代における有限群やトーラスの作用による不変式環のCohen–
Macaulay性, Gorenstein性に関する研究 [HE], [Ho1], [Wa1], [Wa2], [Sta], 線
形簡約群の作用による不変式環の Cohen–Macaulay 性に関する Hochster–
Roberts の定理 [HR] あたりでこの方向での研究が確立されたといえるので
はないか. その後の Boutotの定理 [Bou]と密着閉包を用いた正標数でのアナ
ロジーによってこの方向がさらに活性化した. 現在までに多岐にわたる研究
結果が出ているので, 講演させていただいた内容プラス ε に絞って解説する.
かなり古いが Hochster による小論と同じ趣旨のサーベイ [Ho2] がある.

また, 有限群の作用については渡辺敬一による素晴らしい解説 [Wa4] がある.
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この報告集を通して, R はネーター環, G はアフィン平坦有限型 R 群ス
キーム, S はネーターな G 代数 (つまり, G の作用する R 代数) とする. (左)
G 加群と (右) R[G] 余加群は同一視して区別しない [Ja, (I.2.8)]. G 加群 M
に対して,

MG = {m ∈M | ωM(m) = m⊗ 1 ∈M ⊗R[G]}

とおく. ここに ωM は余作用 ([Ja] では ‘comodule map’ だが, この言い方は
お奨めできない) である. この報告集を通し, A = SG は不変式環を表すとす
る. A は S の R 部分代数である. A の環論的性質を論ずるのが小論の目的
である. 不馴れな方は R は代数閉体, Gは R 上の線形代数群の場合をまずお
考え頂き, 一般の場合を想像されてもそう大きな問題は起きないはずである.
講演の機会を与えてくださったオーガナイザーの皆さんに感謝します. 講

演準備に数学上でご助力下さった黒田茂さん, 谷本龍二さんに感謝します.
ビーマー関係でご助力下さった松岡直之さん, 高橋亮さんに感謝します.
この原稿執筆直前に, 永田雅宜先生がお亡くなりになりました. 心よりご

冥福をお祈りするとともに, 長年末席の弟子としてご指導下さったご恩に, こ
の場を借りて感謝申し上げます.

2 Reynolds 作用素と純部分環

A の環論的性質を論ずるのに, Reynolds 作用素と純部分環の概念は欠かせ
ない.

定義 2.1. ϕ : N → M が R 加群の間の R 線形写像とする. ϕ が純 (pure)
であるとは, 任意の R 加群 V について, 1V ⊗ϕ : V ⊗N → V ⊗M が単射で
あることをいう. 純ならば単射である. N ⊂ M で N ↪→ M が純のとき, N
が M の純部分加群であるなどとも言う.

例 2.2. N が M の直和因子のとき, N は M の純部分加群である.

例 2.3. ϕ が単射で Cokerϕ が平坦なら ϕ は純である.

定義 2.4. C が環, B は部分環とする. B ⊂ C が純部分環 (resp. 直和因子部
分環) であるとは, B 加群として, B が C の純部分加群 (resp. 直和因子) で
あることをいう.

定義から直ちに, 直和因子部分環は純部分環であると分かる. B が C の
純部分環の時, C の良い性質はしばしば B に遺伝する. そして, 今から述べ
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るように, Reynolds 作用素を持てば, A は S の直和因子部分環になるのであ
る. これが不変式論において Reynolds 作用素と純部分環が特に重要な理由
である.

定義 2.5. C が G の座標環 R[G] の部分余代数であるとは, C が R[G] の純
な R 部分加群で, ∆(C) ⊂ C ⊗ C であることを言う.

平坦加群の純部分加群は平坦 (証明せよ) だから, 部分余代数 C は平坦で
あり, 右 C 余加群の圏は G 加群 (つまり右 R[G] 余加群) の圏の, 部分対象,
準同型像で閉じた充満部分圏になっていることに注意する.

C が R[G]の部分余代数とする. 余代数として C = R⊕Dと直和分解して
いるとき, C は Reynolds 作用素を持つ という. ここに, 単位射 R→ R[G]
によって, R ⊂ R[G] と見ている. R[G] 自身が Reynolds 作用素を持つとき,
G が Reynolds 作用素を持つという. 任意の (右) C 余加群 V は

V = V G ⊕ U(V ), U(V ) は D 余加群,

と関手的に分解する. この分解に関する射影 φV : V → V G を Reynolds 作
用素 という. HomG(U(V ), V G) = 0 であるから, φV が inclusion V G ↪→ V
の unique なG 線型な左逆になることは見易い.

例 2.6. R = k は体で, C := socR[G] とおくと C は R[G] の部分余代数で,
C は C 余加群として明らかに半単純. そこで D を C の自明でない単純部
分加群すべての和とすれば, 容易にD は C の部分余代数で, C = k ⊕D と
分かる. C-comodule とは, 半単純 G 加群に他ならない.

例 2.7. R = k が体のとき, G が線形簡約 (つまり, 任意の G 加群が半単純)
であることと, G が Reynolds 作用素を持つことは同値である.

例 2.8. G が有限群で G の位数 |G| が R で逆元を持てば G は Reynolds 作
用素を持つ. 具体的に, φV (v) = |G|−1

∑
g∈G gv と書ける.

例 2.9. 任意の R 代数で代数閉体であるもの k に対してG ⊗ k が連結線形
簡約代数群の時, G は Reynolds 作用素を持つ. ここでファイバーの連結性は
大事であって, 単に各ファイバーが線形簡約なだけでは, G は Reynolds 作用
素を持つとは限らないので注意が要る.

部分余代数 C ⊂ R[G] は Reynolds 作用素を持つとする. S は G-algebra
で R[G] 余加群として C 余加群にもなっているとする (この状況を以後, S
が Reynolds 作用素を持つ, という). Reynolds 作用素 φS : S → SG が存在
する.
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補題 2.10. Reynolds 作用素 φS : S → SG は, SG 線形である. 特に, SG は
S の直和因子部分環.

証明. SG が S の R 加群としての直和因子であることに注意する.
SG ⊗R S は明らかに C 余加群であり, SG ⊗R SG = (SG ⊗R S)G, SG ⊗R

U(S) = U(SG ⊗R S) は明白.

SG ⊗R S 1⊗φS−−−→ SG ⊗R SG ∼= (SG ⊗R S)G

が φSG⊗S である. これと φ が自然変換であることとを合わせて,

SG ⊗R S m //

φ
��

S

φ

��
SG ⊗R SG m // SG

は可換図式. ここに m は積である. これが示すべき事であった.
純部分環に (したがって Reynolds 作用素を持つ S について S から SG

に) どんな良い性質が遺伝するかについては, 以下, 順次述べることにする.

3 有限生成性その 1, 一般的事実

不変式環の有限生成性について, 一般的事実を述べる.

定理 3.1 ([Has4]). R がネーター環, S ′ が有限生成 R 代数, A′ が S ′ の R
部分代数で, S ′ の純部分環であるとすると, A′ は R 代数として有限生成で
ある.

即ち, 有限生成性は純部分環に遺伝する. 2 節で述べたことにより, 次を
得る.

系 3.2. S が Reynolds 作用素を持って R 上有限生成とすると, A = SG は
R 上有限生成.

注意 3.3. • R = k が体で S =
⊕

i≥0 Si が次数つきで S0 = k, G の作用
が次数を保つときはこの系は有名な Hilbert の論法 (例えば [Mu1, 定
理 4.46] などに見られる) で容易に示される.

• R = k が体, S が半単純の場合のこの系は Borel の教科書 [Bor, (8.19)]
に掲げられている. 証明には若干のギャップが見受けられる (K[X] が
Reynolds 作用素を持つとしているところが誤りである) が, 埋めるこ
とが可能 (各自試みよ) であり, 系 3.2 にはよらないで証明できる.
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次は有名な Mumford 予想に纏わる話題を通り一遍だが紹介する.

定義 3.4. 代数閉体 R = k = k̄ 上の代数群 (つまり有限型順滑な群スキーム)
G が簡約群 (reductive group) であるとは, G がアフィンかつ連結で, 根基
(最大連結正規可解部分群) がトーラス (Gm = GL1 の直積) であることをい
う. さらに根基が自明の時, 半単純群という.

簡約群の定義で連結性を要求しない流儀もあるので注意が要る.

例 3.5. • GLn, SLn, PSLn, Sp2n, SOn は簡約群. 以上のうち, GLn 以外
は半単純.

• 簡約群の直積は簡約群. 半単純群の直積は半単純群.

• トーラスは Gm = GL1 の直積なので, 簡約群.

SOn の定義は標数 2 では注意が要る [Sp, Chapter 1, (2.1.2)].

定義 3.6. R が一般の時, G が簡約群であるとは, R 代数で代数閉体である任
意の k に対して, G⊗ k が簡約群であることをいう.

定義 3.7. R = k が体のとき, G が幾何学的に簡約 (geometrically reduc-
tive) とは, 任意の有限次元 G 加群 V と, 任意の v ∈ V G \ {0} に対して, あ
る次数 r > 0 の不変な斉次式 f ∈ (Symr V

∗)G が存在して, f(v) 6= 0 となる
ことをいう.

注意 3.8. R = k が体のとき, G が線形簡約であることと, (任意の V , v に対
して) 上で r が 1 に取れて幾何学的に簡約であることは同値である.

次が不変式論の基本定理とでも言うべき重要な定理である.

定理 3.9 (永田雅宜, Haboush, Popov, Waterhouse, van der Kallen,
Touzé–van der Kallen). R = k が代数閉体の時, 次は同値.

1 G の単位連結成分の被約化 G◦red は簡約群.

2 G は幾何学的に簡約.

3 任意の k 上有限型の G 代数 S について, SG は k 上有限型.

4 任意の k 上有限型の G 代数 S について, コホモロジー環
⊕

iH
i(G,S) は

k 上有限生成代数.
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以上の時, 標数 0 ならば, G は線形簡約である. 標数 p のときには, 定義 3.7
において, 任意の V, v に対して, r を p 巾に取れる. また, 任意の有限型 G
代数 S と S 加群として有限生成な (G,S) 加群 M について, MG は有限生
成 SG 加群である.

上の主張のうち, 1 ⇐⇒ 2 ⇐⇒ 3 はまず G が被約のとき (つまり線形
代数群の時) に証明された. この場合について, 1⇒2 は Mumford によって
予想された (Mumford 予想). 2⇒3 は永田雅宜 [Na3] による. これにより
Mumford 予想の重要性が増した. 2⇒1 は永田・宮田 [NM] によって示され
た. Mumford 予想 1⇒2 は最終的に Haboush [Hab] によって解かれた. その
後 Popov によって 3⇒1 が (Hilbert の第 14 問題の反例をうまく利用して)
示された.

G が被約とは限らない場合の 1⇐⇒ 2⇐⇒ 3 は Waterhouse [Wate], van
der Kallen [vdK] による. 4⇒3 は自明. その逆 3⇒ 4 は Touzé と van der
Kallen [TvdK] によって示された. G が有限群の場合は Evens による定理
[Ev, Theorem 6.1] からも従うことに注意する.
上の定理 (の一部) を一般の可換環上に拡張しようという試みが Seshadri

らによってなされている.

定理 3.10. R が永田環の時, G が簡約, S が R 上有限型ならば SG は有限生
成. また, 任意の有限型 G 代数 S と S 加群として有限生成な (G,S) 加群 M
について, MG は有限生成 SG 加群である.

講演では R が一般のネーター環となっていて, 永田環の条件が抜け落ち
ていました (永田環の条件が除けるかどうかは知りません). お詫びして訂正
致します.
上の主張は「R 加群として有限生成自由であるようなG 加群 V と G 準

同型の全射 SymV → S が存在するような場合」に Seshadri [Se] によって
証明され, そのような条件は G が split reductive ならばみたされることを
Thomason [Th] が示して, 無条件に正しくなった.
この定理はすばらしいが, これ以上無い一般性を持っているとまでは言い

がたい. 簡約群のクラスは (明らかに) 定理の結論が成り立つ次の場合を含ん
でいないからである.

補題 3.11. G が有限群, S が R 上有限型ならば, A は有限型である.

これは G が有限群の時, s ∈ S を取ると, s はモニック多項式
∏

g∈G(t −
gs) ∈ A[t]の根であるから S が A上整になることと, 次の有名な Artin–Tate
の補題から明らかである.
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補題 3.12. R がネーター環, S ′ が R 上有限型な代数, A′ は S ′ の部分 R 代
数で, S ′ は A′ 上整とする. このとき, A′ は R 上有限型である.

証明は例えば教科書 [AM, Proposition 7.8] を見よ.
次は群に制限を加えるのではなく, その作用の仕方に制限を加えた結果を

紹介する.

定義 3.13. G スキームの間の射 f : X → Y が幾何学的商であるとは,

1 Y には G は自明に作用している.

2 f は G-morphism, つまり, f(gx) = gf(x).

3 f は全射で submersive,つまり, U ⊂ Y について, U が open ⇐⇒ f−1(U)
が open.

4 自然な射 OY → (f∗OX)G は同型.

5 Ψ : G×X → X ×Y X (Ψ(g, x) = (gx, x)) は上への写像.

例 3.14. G スキームの間の射 f : X → Y が主 G バンドルとは, 上の 1, 2
がみたされ, f は忠実平坦, 上の 5 のΨ が同型であることをいう. f が主 G
バンドルで X がネーターならば f は幾何学的商.

例 3.15. R = k は代数的閉体, G は幾何学的簡約群, S は k 上有限型とす
る. X = SpecS, Y = SpecSG, f : X → Y は自然な射とする. このとき,
f が幾何学的商である必要十分条件は, 任意の閉点 x ∈ X に対して, 集合論
的な意味で Gx = f−1(f(x)) が成立することである (例えば, [Ne, Chapter 3,
section 3]参照). 標語的だが, (R, G, X, Y が上の時)幾何学的商とは, 各ファ
イバーがひとつの軌道になっていること, と覚えて良い.

例 3.16. 上の例で G が有限群ならば, 条件は自動的にみたされ, f は幾何学
的商である.

次は Fogarty [Fo2] によって述べられた.

定理 3.17 (Fogarty). この定理では G の平坦性の仮定を外す. R が優秀環,
G は連結ファイバーを持つとする. f : X → Y は幾何学的商で, X は R 上
有限型とする. このとき,

1 Y は R 上有限型.

2 M が連接 (G,OX) 加群ならば, (f∗M)G は連接 OY 加群である.

7



この定理の Fogarty による証明は筆者には理解できない. 定理の正しさ
も保証できない. しかしながら, Fogarty の証明の内の分かる部分にアイデア
を得, さらに小野田による結果を利用して, 次を得た [Has3].

定理 3.18. f : X → Y が幾何学的商で universally submersive (つまり, 任意
の base change が submersive), X は R上有限型とする. このとき,

1 Y は R 上有限型.

2 M が連接 (G,OX) 加群ならば, (f∗M)G は連接 OY 加群である.

4 有限生成性その２, Hilbert の第 14 問題

1900 年のパリにおける国際数学者会議において, Hilbert は「数学の諸問題」
なるタイトルで招待講演を行ない, そこで 23 個の問題を提出した. その 14
番目が Hilbert の第 14 問題, というわけである.
次が Hilbert の第 14 問題である.

問題 4.1 (Hilbert). k は体, S ′ = k[x1, . . . , xn]は多項式環とする. Lは k と
Q(S ′) = k(x1, . . . , xn) の中間体とするとき, L ∩ S ′ は k 上有限生成代数か.

注意 4.2. Hilbert の第 14 問題には, いくつかのバージョンがある.

1 代数群 G が S ′ に線型に (つまり線型変換で) あるいは任意に作用し, L =
Q(S ′)G (したがって L ∩ S ′ = (S ′)G) の場合.

2 k は標数 0 で, D は S ′ の三角な, 局所ベキ零な, あるいは任意の k 導分で,
L = Q(S ′)D (したがって L ∩ S ′ = (S ′)D) の場合.

3 無制限 . . .

上の 1 の, しかも線型作用の場合を本来の Hilbert の第 14 問題と呼ぶ
[Na4]. 現在では, 上のすべての場合に反例があり, 問題の焦点はどんな場合
に成り立つか (または成り立たないか) に移っているが, 最初の反例が永田雅
宜によって提出されるまで, 成り立つのではないかと思っていた人が多かっ
たそうである.
この問題に関して, まずは Zariski による肯定的な部分的結果 [Za] から紹

介しよう.

定理 4.3 (Zariski). k は体, B は k 上有限生成整閉整域, F は体で, k ⊂ F ⊂
Q(B) で trans.degk F ≤ 2 ならば, F ∩B は k 上有限生成.
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この定理により, (無制限の) Hilbert の第 14 問題は n ≤ 2 では正しい.
また, 標数 0 の体 K と K の導分 D について, KD は K で代数的に閉

じている (分離代数拡大で導分は一意的に延長されるから). このことから次
[NN] も従う.

系 4.4 (Nowicki – 永田雅宜). k は標数 0の体, S ′ は n変数多項式環, n ≤ 3,
D は S ′ の k 導分ならば, (S ′)D は k 上有限生成.

また, 次も分かる.

系 4.5. R = k は体, S は n 変数多項式環, n ≤ 3, G は k 上の代数群で S に
作用するとする. このとき SG は有限生成.

証明. k は閉体として良い. L = Q(S)G の k 上の超越次数が 2 以下なら
ば定理 4.3 に訴えれば良いし, そうでなければ仮定により Q(S)/L は有限
次 Galois 拡大で Galois 群 H は (抽象群) G の準同型像で, S に作用する.
SG = SH なので, 補題 3.11 により, SG は有限生成.
次に, 永田雅宜による, Hilbert の第 14 問題への最初の反例を紹介する.

この反例は本来の Hilbert の第 14 問題への反例にもなっていた.

例 4.6 (永田雅宜 [Na1]). 任意の標数について, その標数を持つ代数的閉体
R = k と k 上 32 変数多項式環 Sへの G = G13

a の線型な作用があって, SG

は k 上有限生成ではない.

この例と同様にして構成される線型作用の系列を向井茂は「永田型」と
名付け, 標数 0 で詳しく調べ, 次の反例を得た [Mu3, Mu4].

例 4.7 (向井茂). R = C 上 18 変数多項式環 Sへの G = G3
a の線型な作用

があって, SG は C 上有限生成ではない.

上の例により, G が 3 次元で本来の Hilbert の第 14 問題に反例があるこ
とが分かったが, 次が知られている.

定理 4.8 ((Maurer – ) Weitzenböck の定理). R = k が標数 0 の体の時,
多項式環 S への G = Ga の線型な作用による不変式環は有限生成である.

証明は例えば [Do] をご覧下さい.
そこで G2

a の多項式環への線型作用による不変式環は有限生成か, という
ことが気になるが, これは未解決である. 永田型作用の場合には Castravet –
Tevelevによって肯定的に解決している [CT]. また, (Maurer – ) Weitzenböck
の定理が正標数で正しいか, という問も気になるが, これも未解決である. 但
し, Fauntleroy [Fa] による部分的結果がある.
次に導分の constant subringに関する Hilbertの第 14問題を見ていこう.
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定義 4.9. 環 S ′ の導分 D が局所ベキ零とは, 任意の f ∈ S ′ について, ある
n = n(f) が存在して, Dn(f) = 0 となることをいう.

注意 4.10. 標数 0 の体 k と k 代数 S ′ について, S ′ の局所ベキ零 k 導分 D
を与えることと, Ga の S ′ への作用を与えることは同じである. D が与えら
れたとき, 余作用 S ′ → S ′ ⊗ k[T ] を

f 7→
∑
i≥0

(Dif/i!)⊗ T i

で定義すれば良い. 早い話, t ∈ Ga が exp(tD) = 1 + tD+ t2D2/2 + · · · (個々
の S ′ の元に作用するときは局所ベキ零性により実質有限和である) で S ′ に
作用する, と定義すれば良い. 逆に Ga が S ′ に作用する時, 余作用を

f 7→
∑
i

fi ⊗ T i

だとすれば, D(f) = f1 とおけば D は局所ベキ零 k 導分になり, この対応は
１対１となる. また, このとき, (S ′)Ga = (S ′)D であることは定義から明らか
だろう.

定義 4.11. k[x1, . . . , xn] の k 導分 D が三角 (triangular) とは, D(xi) ∈
k[x1, . . . , xi−1] (i = 1, 2, . . . , n) をみたすことをいう.

三角ならば局所ベキ零である. 次の例は三角導分の constant subring が
有限生成にならない最初の例である (そのことは [Ro] には書かれていない).

例 4.12 (P. Roberts [Ro]). R = k は標数 0の体, S = k[X,Y, Z,Q, T, U, V ]
は 7 変数多項式環, t ≥ 2,

D = X t+1 ∂

∂Q
+ Y t+1 ∂

∂T
+ Zt+1 ∂

∂U
+ (XY Z)t

∂

∂V

とするとき, D は S の三角 k 導分で, constant subring SD は有限生成では
ない.

上の SD は Ga の作用による不変式環でもあるのに有限生成ではない.
線型作用の場合と様子が違うことが分かる. この例は 2n + 1 変数多項式環
k[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z] 上の三角 k 導分

D(t,n) =
∑
i

xt+1
i

∂

∂yi
+ (x1 · · ·xn)t

∂

∂z
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に一般化して調べられた. t ≥ 2の D(t,3) が Robertsの例である. 蔵野 [Kura]
は D(1,3) による constant subring は有限生成になることを示した. 小島・宮
西 [KM] は t ≥ 2 の n ≥ 3 で constant subring の非有限生成を示した. 黒
田 [Kuro2] は t ≥ 2, n ≥ 3 の場合に加え, t = 1, n ≥ 4 の場合にも constant
subring が有限生成にならないことを示している.

Robertsの 7変数での反例は変数の個数を減らす工夫を重ねられ, Freuden-
burg [Fr1] による 6 変数での反例を経て, 次に至った.

例 4.13 (Daigle - Freudenburg [DF]). 標数 0 の体 R = k 上G = Ga の
S = k[x1, . . . , x5] への次の三角導分 D から来る作用について, SG は有限生
成でない.

D = x2
1

∂

∂x3

+ (x1x3 + x2)
∂

∂x4

+ x4
∂

∂x5

導分の constant subring に関する Hilbert の第 14 問題は, 変数の個数で
いえば系 4.4 と 例 4.13 により, 4 変数の場合が焦点となる.

事実 4.14. 標数 0 の体 k 上 4 変数多項式環 S ′ = k[x1, x2, x3, x4] の k 導分
D について,

• (Daigle – Freudenburg [DF2]) D が三角ならば, (S ′)D は有限生成.

• (黒田茂 [Kuro4]) (S ′)D が有限生成でない k 導分 D が存在する.

• (黒田茂 [Kuro1]) D が局所ベキ零で各 i についてD(xi) が単項式 (の
定数倍)ならば (S ′)D は有限生成.

• D が局所ベキ零の時, (S ′)D が一般に有限生成かは未解決.

無制限の Hilbert の第 14 問題には黒田茂によって n = 3 での反例が与え
られ [Kuro3], n ≥ 3 で反例あり, n ≤ 2 で反例無し, と決着がついた.
標数 0 での代数群 G の n 変数多項式環 S への線型作用について SG

が有限生成ではない n の最小記録も次々に塗り替えられている. 永田雅宜
[Na1] 32 変数, A’Campo-Neuen [AN] 19 変数, Steinberg [Ste] 18 変数, 向井
茂 [Mu4] 16変数, 谷本龍二 [Ta] 13変数となり, 現在での最小はFreudenburg
[Fr2] 11 変数となっている.

5 ネーター性

R 上の有限生成環はネーター環なので, 不変式環のネーター性の重要な部分
は有限生成性に押し付けられてしまう面はあるが, ここでは, 不変式環のネー
ター性について, 有限群に関する結果を中心に紹介する.
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まず, 次は基本的である.

補題 5.1. ネーター環の純部分環はネーターである. 特に, S が Reynolds 作
用素を持てば A はネーターである.

証明. S ′ がネーター環, A′ がその純部分環とする. I1 ⊂ I2 ⊂ · · · が A′ のイ
デアルの昇鎖とする. I1S

′ ⊂ I2S
′ ⊂ · · · はネーター環 S ′ のイデアルの昇鎖

なので停留する. 純部分環であることから A′/Ij → S ′/IjS ′ は単射. よって
IjS

′ ∩ A′ = Ij なので, 元の昇鎖も停留する.

系 5.2. G が有限群で S に G が作用するとする. S が (#G)−1 を含むとき,
A はネーター環.

証明. R = Z[(#G)−1] として良い. このとき G は Reynolds 作用素を持つか
ら, 補題によって A はネーター.

G が有限群だとしても一般に A = SG はネーターとは限らない.

例 5.3 (永田雅宜 [Na5]). 体 K 上有限次元代数 S への有限群 G の作用で
A = SG がネーターでないものがある (無論この作用は K 作用ではない).

構成. p は素数, K := Fp(x1, x2, . . .), D :=
∑∞

i=1 xi+1
∂

∂xi
, k := KD =

Fp(xp1, x
p
2, . . .), S := K[t]/(t2), G := Z/pZ = 〈σ〉 とする. σ(a + bt) =

a + (b + Da)t (a, b ∈ K) とすると, G は S に作用する. SG = k + Kt
で [K : k] =∞ なので, SG はネーターではない.

この例を観察することによって, Fogartyは強力な肯定的結果を得た [Fo1].

定理 5.4 (Fogarty). 有限群 G がネーター R 代数 S に R 作用していて, G
の位数を割る任意の素数 p に対して, 微分加群Ω(S/pS)/(R/pR) が S 加群とし
て有限生成ならば,

1. S は A := SG 加群として有限生成である.

2. A はネーター環である.

3. G の位数を割る任意の素数 p に対して, 微分加群 Ω(A/pA)/(R/pR) は A
加群として有限生成である.

正標数の環拡大に対する微分加群の有限生成性は次のように特徴づけら
れる [Fo1].

定理 5.5 (Fogarty). 標数 p のネーター環の射 B → C について次は同値.
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1 ΩC/B が C 加群として有限生成.

2 C が B[Cp] 加群として有限生成.

標数 p の可換環 B が F 有限であるとは, B が Bp 加群として有限生成
であることをいう. 上の定理の条件 2 は C が F 有限という条件よりも弱い.
完全体は F 有限である. 剰余体が F 有限なネーター完備局所環は F 有限で
ある. F 有限なネーター環上本質的に有限型な環は F 有限である. 応用上重
要な標数 p のネーター環は大抵 F 有限だといって良いのではないか. F 有
限な標数 p のネーター環は Krull 次元有限の優秀環である [Kun].

系 5.6 (定理 5.4 の系). 有限群 G が F 有限な標数 p のネーター環 S に作
用するとき, 不変式環 SG も F 有限なネーター環であり, S は SG 加群とし
て有限生成である.

また, 定理 5.4 は系 5.2 の一般化でもあることに注意する.

6 正規性と UFD

次は (少なくとも G が代数閉体上のアフィン代数群の場合などには) 大変良
く知られている.

補題 6.1. S が整閉整域 (resp. 整閉整域の有限直積) ならば, SG もそうで
ある.

上記の主張の証明は [Has5, (32.6)] 参照.
上が成り立つので, あまり必要ないといえばそれまでだが, 次が成立する

ことも示される [HR, Proposition 6.15].

補題 6.2. A′ が整閉整域 S ′ の純部分環ならば, A′ は整閉整域.

良く知られているように, 正規 = (R1) + (S2) であるが, (R1) も, (S2) も,
(S1) も, Gm の作用による不変式環に遺伝しない例がある.

S が整域とし, ω : S → S ⊗R R[G] を余作用とする. 商体 Q(S) の元 a/b
が G 不変 であるとは,

(a⊗ 1)ω(b) = (b⊗ 1)ω(a)

が S ⊗R[G] で成立することをいう [Mu2, 定義 6.1]. G 不変な Q(S) の元全
体を Q(S)G と書くと, Q(S)G は Q(S) の部分体であり, 不変関数体とも呼ば
れる (別に Q(S) に G の作用が伸びる, とまでは言っていない). S がイタリ
ア的要請をみたすとは, Q(S)G = Q(A) であることを言う.
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UFD については次が基本的である (少し形が違うが, 同様の主張が [Ho2]
に見られる).

定理 6.3. R = k は体で, G が非自明な指標 (i.e., 1 次元表現) を持たない代
数群とする. S が UFD で S× = k× ならば, A = SG は UFD で, この作用は
イタリア的要請をみたす.

G⊗ k̄ の根基がユニポテントならば, G は非自明な指標を持たない. 特に,
半単純群およびユニポテント群は非自明な指標を持たない.

S× = k× は多項式環の場合にみたされるが, その仮定を除いた場合, G が
連結のときに次のようなことが分かる.

定理 6.4. R = k, G が連結代数群で, G⊗k k̄ は非自明な指標を持たないとす
る. S は k 上有限型な整域とする. もし任意の G-stable な S の高さ 1 の素
イデアルが単項ならば,

1 S× = A×, ここに A = SG.

2 G-stable な S の高さ 1 の素イデアルはA \ {0} の元で生成される.

3 f ∈ S \ (S× ∪ {0}) について, Sf の任意の極小素因子が G-stable である
ことと, f ∈ A は同値である.

4 A は UFD である.

5 A の素元は S の素元である.

6 この作用はイタリア的要請をみたす.

イタリア的要請というのはどちらかというと幾何的な条件なので, それが
非自明な指標を持たない群の作用という条件から出るのは面白い.

7 Cohen–Macaulay 環

Cohen–Macaulay 性と Gorenstein 性は現代的可換環論の中心的な役割を果
たしてきた概念である.

定義 7.1. (B,m, k) が d 次元ネーター局所環とする.

1. 有限生成B加群M が極大 Cohen–Macaulay (MCM)とは, ExtiB(k,M) =
0 (i < d) をみたすことをいう.
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2. B が Cohen–Macaulay 局所環とは, B 加群 B がMCM であること
をいう.

3. B が Gorenstein 局所環とは, B 加群 B の入射次元が有限であるこ
とをいう.

定義 7.2. C がネーター環の時, C が Cohen–Macaulay, あるいはGorenstein
であるとは, 任意の C の極大イデアルによる局所化がそうであることをいう.
X がネータースキームとする. X の各局所環が Cohen–Macaulay あるいは
Gorenstein であるとき, X がそうであるという.

定義 7.3. 標数 0の体上本質的有限型の正規スキーム X が有理特異点を持つ
とは, ある特異点解消 π : X̃ → X で Riπ∗OX̃ = 0 (i > 0) であることをいう.

ネーター環 R について, R のどの極小素因子にも属さない R の元全体を
R◦ で表す.

定義 7.4 ([HH1], [FW]). p が素数, R が標数 p のネーター環, I が R のイ
デアルとする. 素数巾 q = pe に対して, {xq | x ∈ I} で生成される R のイデ
アルを I [q] で表す.

I∗ := {x ∈ R | ∃c ∈ R◦ ∀q � 0 cxq ∈ I [q]}

とおき, I∗ を I の密着閉包という. I = I∗ の時, I は密着的閉という. R の
任意のイデアル I が密着的閉の時, R は弱 F 正則という. R の任意の素イ
デアル P による局所化 RP が弱 F 正則の時, R は F 正則という. また, 任
意の h ≥ 0 に対して, h 個の元で生成される高さ h のイデアルが密着的閉の
時, R は F 有理という.

R が正則ならば Gorenstein, Gorenstein ならば Cohen–Macaulay である
([Ma] 参照). また, 標数 0 の体上の代数多様体 X について, X が正則なら
ば有理特異点を持ち, 有理特異点を持てば Cohen–Macaulay normal である
([Is] 参照). 素数標数のネーター環について, 正則ならば F 正則, F 正則なら
ば弱 F 正則, 弱 F 正則ならば F 有理, F 有理ならば正規, また, F 有理かつ
優秀環ならば Cohen–Macaulay である ([HH1], [HH2], [Ve] 参照).
不変式環の Cohen–Macaulay 性と言えば, Hochster–Roberts による次の

定理 [HR] がこの方向の研究を大きく前進させた大定理だといえる.

定理 7.5. R = k は体, G は k 上の線形簡約な線形代数群とする. S が正則
環ならば, A は Cohen–Macaulay.
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定理の仮定の下でも, 次元などのもっと基本的なことに関して, 殆んど何
も言えないくらいめちゃくちゃなのに, Cohen–Macaulay 性だけは言えてい
るというのは何とも不思議な限りである. この定理は次のような形で一般化
されている.

定理 7.6 (Hochster–Huneke [HH3]). S ′ が体を含む正則環で A′ が S ′ の
純部分環ならば A′ は Cohen–Macaulay である.

G が線形簡約なら S は Reynolds 作用素を持つから一般化になっている.
また, 標数 0 の体上有限型の S に限れば, 次が優れた一般化になっている.

定理 7.7 (Boutot [Bou]). S ′ が標数 0 の体 k 上本質的に有限型な代数で,
A′ は S ′ の純部分環である, k 上本質的に有限型な, S ′ の k 部分代数とする.
このとき, S ′ が高々有理特異点を持てば A′ も高々有理特異点を持つ.

正標数で Boutot の定理に相当するものとして, 次がある.

補題 7.8. S ′ が F 正則な素数標数のネーター環, A′ が S ′ の純部分環ならば,
A′ も F 正則である.

証明は (本質的には [HH1, (4.12)] であるが) [HO, Corollary 9.11] 参照.
Boutot の定理は Grauert–Riemenschneider 消滅 (の Hartshorne–Ogus によ
るバージョン) に頼っていて大変易しいとは思わないが, この補題は何の道具
もなしに, 容易に示されてしまう.
尚, 有理特異点の標数 p における対応物というのは, F 正則ではなく, F

有理であると考えられる. 実際, 標数 0 の体 k 上有限型の代数 A が有理特異
点を持つためには, A が F 有理型である, つまりある Z 上有限生成な k の部
分環 R と有限生成 R 代数 AR があって, A ∼= k ⊗R AR で, R の任意の極大
イデアル m について, R/m⊗R AR が F 有理である, ことは同値であること
が知られている [Sm], [Har]. しかしながら, 補題 7.8 で F 正則を F 有理に
置き換えた主張が成り立たない反例が渡辺敬一によって示されている [Wa3].
補題 7.8 の系として, S が素数標数で F 正則で, G が線形簡約ならば, A

は F 正則と分かる. しかし, この系は大したことは言っていない. それは, 次
の通り, 正標数では線形簡約群は非常に限られているからである.

定理 7.9 (永田雅宜 [Na2]). R = k は素数標数 p の閉体, G は線形代数群と
する. 次は同値である.

1. G は線形簡約.

2. 単位連結成分 G◦ はトーラスで, 有限群 G/G◦ の位数は p で割れない.
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それでは正標数の簡約群 G について, A はどれくらい Cohen–Macaulay
になるのか,ということが問題になる. 歴史的には,良く知られた正標数の簡約
群の作用による不変式環は大抵Cohen–Macaulay だった. Hochster–Roberts
の論文 [HR]に具体例が多く掲げられていて,標数 0では彼らの定理でCohen–
Macaulay 性が証明でき, 正標数での Cohen–Macaulay 性は個別の議論で分
かる, という具合いだった. しかし, Kemper [Ke] が次の定理を提出して事態
は一変した.

定理 7.10 (Kemper). R = k は閉体, G は幾何学的簡約ではあるが線形簡
約では無い線形代数群とする. このとき, ある有限次元 G 加群 V が存在し
て, k[V ]G はCohen–Macaulay ではない.

上の定理で G が幾何学的簡約であることは重要である. 例えば, k = C,
G = Ga とすると, 任意の有限次元 G 加群 V について, k[V ]G は有限生成で
(Weitzenböck の定理, 定理 4.8), 高々有理特異点を持つ UFD になる.
これですべてが絶望になったかというと, そうでもない. 良く知られた不

変式環の例で Cohen–Macaulay になるものが実際に沢山あるからである.

定義 7.11. R = k は閉体, G は簡約群とし, G の Borel 部分群B を固定す
る. G 加群 V が良いフィルター付けを持つとは, 任意の 1 次元B 加群 λ に
対して, H1(G, V ⊗ indGB λ) = 0 が成立することをいう (この定義は B の取
り方によらない). ここに indGB は制限関手 resGB : Mod(G) → Mod(B) の右
随伴関手である ([Ja, (I.3.3), (I.3.4)] 参照).

良いフィルター付けは簡約群の表現論の基本概念である. 教科書 [Ja] に
詳しい解説がある.
ここまでに挙げてきた A の Cohen–Macaulay 性に関する定理は A が S

の純部分環の場合にのみ有効であったが,次はそうでない場合にも有効である.

定理 7.12 ([Has2]). R = k は正標数の閉体, G は簡約群, V は有限次元 G
加群とする. もし S = k[V ] が G 加群として良いフィルター付けを持つなら
ば, A = SG は F 正則である.

k が標数 0 の時, H1(G, ?) = 0 なので, 任意の G 加群は良いフィルター
付けを持つ. また, 一般のネーター環の上の簡約群スキームの表現の良いフィ
ルター付けの話 [Has1] を利用すると次が分かる.

注意 7.13. R がネーター環, G が簡約群スキーム, V が R 加群として有限
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生成射影的な G 加群とするとき, S = R[V ] の “good locus”

U := {P ∈ SpecR | S ⊗R κ(P )

は G⊗R κ(P )-module として良いフィルター付けを持つ }

は SpecR で Zariski openである. P ∈ U なら, SG⊗κ(P )(∼= (S⊗κ(P ))G)
は Cohen–Macaulay である. R = Z のとき, S/pS が良いフィルター付けを
持たない素数 p は有限個である.

要するに S が良いフィルター付けを持つ標数の方が多数派なのである.
特に R = k が標数 0 の体の時, SG は F -regular type であることも従うが,
この事実自身は Boutot の定理から比較的容易に従う.
また, 次の例により, 不変式環が F 正則になる例が得られるが, 古典的

に Cohen–Macaulay 性が知られている不変式環の内のいくつか (例えば de-
terminantal rings, Grassmann 多様体の座標環等) は, この例の特別な場合に
なっている.

例 7.14. R = k は正標数, Q = (Q0, Q1, h, t) は有限箙, d : Q0 → N は
dimension vector とする. 各 i ∈ Q0 に対して, Vi := kd(i) とする. Gi は次の
いずれかの GL(Vi) の部分群とする.

1 GL(Vi), SL(Vi), PSL(Vi).

2 Spd(i) (d(i) は偶数).

3 SOd(i) (k は標数 2 でない場合のみ).

4 以上の Levi 部分群.

5 自明な群.

G =
∏

i∈Q0
Gi とおき, V :=

∏
φ∈Q1

Hom(Vt(φ), Vh(φ)) とする. このとき, k[V ]

は G 加群として良いフィルター付けを持ち, k[V ]G は F 正則である.

話題をかえて, 有限群の不変式環に目を転じよう.

定理 7.15 (Hochster–Eagon [HE] 等). R = k は体, G が線形簡約有限
群スキームのとき, S が Cohen–Macaulay (resp. 正標数で F 有理) ならば,
A = SG もそうである.

18



Hochster–Eagonの論文 [HE]では有限群に関する結果を示しているが,不
変式環の Cohen–Macaulay性に関する定理としてはもっとも古いものと思わ
れる.
上の線形簡約有限の有限の条件は外せない. G = Gm の時, G は線形簡

約であるが, S が Cohen–Macaulay でも A がそうでない例がいくらでもあ
る. 実際, 川崎健は, 任意の体上有限生成整域 A に対して, ある体上有限生成
Cohen–Macaulay 整域 S で G = Gm の作用を持つものが存在して, A = SG

であることを示している (arithmetic Macaulayfication [Ka]). F 有理性につ
いても, 先に触れた渡辺敬一の例 [Wa3] は S が F 有理で, Gm の作用を受
け, SG が F 有理でない例になっている.

Hochster–Eagonの結果は次のように拡張されている (厳密には, Hochster–
Eagon の定理で, 考える環が体を含む場合には一般化になっているというだ
けで, 真の一般化ではない).

定理 7.16 (橋本–大渓正浩 [HO]). R = k は体, G は線形簡約, f : X → Y
は幾何学的商でアフィン射, X はネーターで Cohen–Macaulay とする. この
とき, Y はネーターで Cohen–Macaulay.

8 Gorenstein 性など

Gorenstein 性については次が知られている.

定理 8.1 (渡辺敬一, Stanley, 橋本等). R = k は体, G は線形簡約で, V は
有限次元 G 加群で

∧top V は自明表現とする. もし, G が有限群スキーム,
トーラス, 半単純群のいずれかであれば, k[V ]G は Gorenstein である.

有限群の場合は渡辺敬一 [Wa1],トーラスの場合は Stanley [Sta],被約とは
限らない有限群スキームの場合は橋本 [Has5] による. 半単純群の場合は不変
式環が体上有限生成な Cohen–Macaulay UFDになることからGorenstein性
が出る [Mur] ので, あえて言うなら Cohen–Macaulay 性を示したHochster–
Roberts [HR] の結果, ということになるだろうか. (標数 0 の) 線形簡約群は
ある意味半単純群, トーラス, 有限群を組み合わせて出来ているので, この定
理からの類推で, 一部の人が G が標数 0 の線形簡約群の時に,

∧top V が自
明表現ならば, k[V ]G は Gorenstein だろう, と予想していた時期があったが,
それは Knop によってあっさりと否定された [Kn]. それにとどまらず, Knop
は一般の標数 0 の線形簡約群の作用による不変式環のGorenstein 性につい
て良い十分条件を示した.
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定理 8.2 (Knop [Kn]). R = k は標数 0 の閉体, G は線形代数群で G◦ は簡
約群, S は k 上有限型な高々有理特異点を持つ UFD, f : X → Y は SG ↪→ S
に付随する自然な射とする.

X(0) := {x ∈ X | Gx は有限 }

とおく. 次の条件が成立するとき, SG は Gorenstein.

1 イタリア的要請をみたす. つまり Q(S)G = Q(SG).

2 codimX(X \X(0)) ≥ 2.

3 (G,S) 加群として, ωS ⊗k
∧top LieG ∼= S.

幾何的な条件 1, 2 をうまく挿入した点と, 3 の条件で単に ωS ∼= S では
ないことを見抜いた点が素晴らしい. G が有限群, 半単純群, トーラスのいず
れでも

∧top LieG は自明になってしまう.
次は有限群の線型作用による不変式環の正則性に関する有名な定理を紹

介する.
k を体とし, σ ∈ GL(n, k) とする. σ が鏡映 (reflection) であるとは,

rank(σ − En) = 1 であることを言う. ここに, En は単位行列である. G は
GL(n, k) の有限部分群とする. G が鏡映群であるとは, G が鏡映で生成され
ることを言う.

定理 8.3 (Shephard–Todd [ST], Chevalley [Ch]). G が GL(n, k) の線
形簡約有限部分群とする時, 次は同値.

1 A は多項式環.

1’ A は正則環.

2 S は A 加群として自由加群.

3 G は鏡映群.

完交環については何も述べることが出来なかった. 有限群の多項式環への
線型作用については 中島晴久, 渡辺敬一, Gordeev などによる素晴らしい研
究があり, [Wa4] で解説されているのでご覧下さい.
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