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ポリログ層とは、Beilinson-Deligne によって P1 \ {0, 1,∞} の場合に定義された
motivicな混合層である。この混合層の周期関数が古典的なポリログ関数やDirichlet
L関数の特殊値などと関係することから、ポリログ層は Beilinson予想、p進Beilinson
予想や玉河数予想など、motivicな元と L関数の特殊値の関係を予測する数論幾何の
予想を証明する上で大事な役割を果たして来た。楕円曲線に対して Beilinson-Levin
に [BL]よってポリログ層の楕円曲線類似が構成され、この構成方法はその後アーベル
多様体の場合（Wildeshaus [W], Kings [K1]）や混合志村多様体の場合（Wildeshaus
[W]）にも拡張された。これら抽象的に定義されたポリログ層を具体的に書き下し、L
関数との関係を調べることは、Beilinson予想への応用という観点から非常に興味深い
問題である。
この原稿では、ポリログの理論についての概要を解説し、最後に楕円ポリログの具体
的記述に関する小林真一氏（名大多元数理）と辻雄氏（東大数理）との共同研究 [BKT]
の内容、特に楕円ポリログ関数がみたす具体的な微分方程式の形を紹介する。
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§ 1. はじめに

まず最初に古典的なポリログ関数の説明から始める。整数 k ≥ 0を考える。古典的
なポリログ関数は、単位円板 |t| < 1上では

Lik(t) =
∞∑

n=1

tn

nk

という羃級数で表される関数である。羃級数表示から微分は

dLik+1(t) =
∞∑

n=1

tn−1

nk
dt = Lik(t)

dt

t

となることが示される。このことからポリログ関数は

Lik+1(t) =
∫ t

0
Lik(s)

ds

s

1



という反復積分表示を持ち、k = 0のときは

Li0(t) =
∞∑

n=1

tn =
t

1− t

という C \ {1}上の有理関数で表されることから、上の反復積分表示は Lik(t)の全平
面への多価関数としての解析接続を与えている。
　ポリログ関数が、Beilinson予想や玉河数予想
など、ゼータ関数や L関数の特殊値にまつわる
研究で重要な役割を果たすようになったのは、こ
の関数が実はmotivicなものの周期関数として
解釈されたからである。
　具体的には最初にDeligneによって、ポリログ
関数は『ポリログ層』と呼ばれるP1\{0, 1,∞}上
に定義される混合Hodge構造の変形（variations
of mixed Hodge structures）の周期関数として
解釈された。さらに、BeilinsonとDeligneによっ
て、ポリログ層は混合 motivic層のHodge実現
として解釈できることが示された。ポリログ層
がmotivicな層の実現と解釈できる理由は、良
い混合層の理論があれば、ポリログ層の構成は

各混合層の特殊性に関わらず定義できるからである。
ポリログ関数に t = 1を代入すると、k > 1に対して

Lik(1) =
∞∑

n=1

1
nk

= ζ(k)

となる。このことから、ポリログ関数はゼータ関数の特殊値と関係づくことが導かれ
る。より一般的に、ポリログ関数の１の冪根での値をうまく足し合わせると、有限指
標 χ : (Z/N)× → C×に付随する Dirichlet L関数の特殊値 L(χ, k)を記述できること
が知られている。
数論幾何の重要な予想である『Beilinson予想』は、代数体上定義された代数多様体

（より一般的には motive）のL関
数の特殊値がmotivicな元で記述
できると予測している。Beilinson
とDeligneの結果は、Dirichlet L
関数の特殊値と関係するポリログ
関数を、motivicな混合層の実現
として解釈した。この事実を用い
ると、Dirichlet motive（L関数が

Dirichlet L関数となるmotive）のBeilinson予想を証明することが可能となる [HW]。
ポリログ層はHuber-Kings [HK2] によるDirichlet motiveの玉河数予想の証明におい
ても重要な役割を果たした。



ポリログ層の構成は Beilinson と Levin [BL]によって、楕円曲線の場合に拡張され
た。Motivicな楕円ポリログを用いると、Deningerによる虚２次体に付随するHecke
指標の Beilinson予想の証明 [D1][D2]の別証明を与えることが可能である。楕円ポリ
ログは G. Kings [K2]によって虚数乗法をもつ楕円曲線の玉河数予想の証明にも用い
られた。
小林真一氏（名大多元数理）と辻雄氏（東大数理）との共同研究を通して、楕円ポ
リログの p進実現について以下の結果を得た。Kを虚２次体として、EをK上定義
される楕円曲線で、OK で虚数乗法をもち、素数 p ≥ 5で good reduction を持つと
仮定する。このとき、

• 楕円ポリログの p進実現を具体的に決定した。

• 楕円曲線が pで good ordinary reductionをもつとき、楕円ポリログの p進実現
を等分点に制限したものが、この楕円曲線の２変数 p進 L関数の特殊値と関係
することを証明した。

詳しい結果は [BKT] Theorem 4.23に述べられている。Motivicな楕円ポリログの p

進実現が p進 L関数の特殊値と関係づけられることが証明できたことから、この結
果を用いて、虚数乗法をもつ楕円曲線や虚２次体に付随数する Hecke指標に対して、
Beilinson予想の p進類似（p進 Beilinson予想）が証明できることを期待している。

§ 2. ポリログ層と混合Hodge構造の変形

古典的なポリログ層は P1 \ {0, 1,∞}上の混合Hodge構造の変形の逆極系として与
えられる。ここでは混合Hodge構造の変形はどういうものかを述べ、ポリログ層の具
体的な形を記述する。
C上の smoothな代数多様体X が与えられたとき、X 上の混合 Hodge構造の変形

は、X上のR-local system VRとX上の平坦接続付きな coherent OX -module Vの組
で、平坦接続付き加群として VR⊗ROX ∼= V となる様なもので、VRと V には weight
filtration W•、V には Hodge filtration F •が与えられており、各点に引き戻すと混合
Hodge構造となっているものである。

両辺の自然な基底を選ぶと同型 V ⊗R OX ∼= V は各成分が OX に値を持つ行列で書
くことができる。この行列を混合 Hodge構造の周期行列と呼ぶ。



X = P1 \ {0, 1,∞}上のポリログ層

pol : PR ⊗R OX ∼= P

に対するX = P1 \ {0, 1,∞}の (pro)-coherent OX -module P は

P =
∏

k≥0

OXek

として与えられ、平坦接続は

∇(e0) = e1 ⊗ t

t− 1
· dt
t

∇(ek) = −ek+1 ⊗ dt

t
, (k ≥ 1)

として与えられる。Hodge filtrationは

F−m(P) =
m∏

k=0

OXek,

weight filtration は
W2a(P) =

∏

k≥−a
OXek

によって与えられる。(γk)k≥0をポリログ層の R-local system PRの基底とすると、ポ
リログ層の周期行列は




γ0

γ1

γ2

γ3

...




=




1 Li1(t) Li2(t) Li3(t) · · ·
0 2πi 2πi log(t) 2πi log2(t)

2! · · ·
0 0 (2πi)2 (2πi)2 log(t) · · ·
0 0 0 (2πi)3 · · ·
...

...
...

...
. . .







e0

e1

e2

e3

...




によって与えられる。即ち、ポリログ層の平坦接続付き coherent OX -module Pの基
底 ekを用いて、R-local system PRの基底を記述する行列を書き下すと、成分にポリ
ログ関数 Lik(t)が出てくるという仕組みになっている。
以上の構成は一見 ad hocに見えるかもしれないが、上で描写されたポリログ層はコ
ホモロジー理論的に極めて束縛性のある特徴付けを持っている。ポリログ層が motivic
に構成できる理由はここにある。
ポリログ層の p進実現も似た様な描写がある。混合 Hodge 構造の変形の p進類似と

して、filtered overconvergent F -isocrystal（当初は syntomic coefficientと呼んでい
た）というものを用いる。K をQpの有限次拡大として、OK をK の整数環とする。
kをOK の剰余体、K0をK の中でのQpの最大不分岐拡大体とする。X を SpecOK
上 smooth で finite type な scheme として、smoothなコンパクト化 X ↪→ X を持つ
とする。さらに D := X \X は SpecOK 上 strict normal crossingな divisorである
と仮定する。



XK := X⊗K, Xk := X⊗kとする。混合Hodge構造の変形が平坦接続付き coherent
moduleと local system の２つの情報を足し合わせたものであったのと似たような
感じで、filtered overconvergent F -isocrystalとは Xk 上 K0 係数の overconvergent
isocrystal V0と、XK 上の平坦接続付き coherent module V の組で、j†V を V に付随
する overconvergent isocrystalとしたとき同型 V0 ⊗K0 K

∼= j†V が与えられ、V には
Hodge filtration F •、V0には Frobenius自己同型Φ : V0 → V0が与えられていている
様なものである（[Ba2] Definition 4.1）。

V の基底を用いてフロベニウスの作用を記述した表現行列が、周期行列の p進類似
である。X = P1 \ {0, 1∞}/Zpとしたとき、古典ポリログの p進実現は、平坦接続付き
(pro-) coherent module Pの方はHodge実現の場合と同じものが与えられ、Frobenius
作用 Φは

Φ




e0

e1

e2

e3

...




=




1 `
(p)
1 (t) `

(p)
2 (t) `

(p)
3 (t) · · ·

0 p 0 0 · · ·
0 0 p2 0 · · ·
0 0 0 p3 · · ·
...

...
...

...
. . .







e0

e1

e2

e3

...




によって与えられている（[Ba1] Theorem 2）。だだしここで `(p)(t)は p進ポリログ関
数と呼ばれる、Cpの単位円板 {t ∈ Cp | |t|p < 1}上は羃級数

`
(p)
k (t) :=

∑

(n,p)=1

tn

nk

で与えられる p進の rigid解析関数である。この関数は

d`
(p)
k+1(t) = `

(p)
k (t)

dt

t
(k ≥ 0)

`
(p)
0 (t) =

t

1− t −
tp

1− tp

という p進微分方程式をみたしている。

§ 3. Motiveと混合層

ここではポリログ層が motivic混合層として解釈できる、ということの意味を解説
する。Motivicな混合層の理論は現時点完全な形で数学的に厳密に構成されているも



のではない。しかしながら、そういう理論の存在を仮定すると様々な事柄が見通し良
く説明でるようになり、また、新しい数学的事実も予見できるようになる。こうして
予見された結果は、motivicな混合層の理論そのものを用いなくても直接証明できる
場合も多い。Motiveの理論は、数学的に厳密に構成されていない事柄があるにも関わ
らず、多くの証明可能な数学的事実を予想できるということで重要な役割を果たして
いる。
F を代数体として、X を F 上の smooth な代数多様体とする。このとき、X に対
して次の様に様々な cohomology 群が定義される。

• F ↪→ Cという埋め込みを通して、X(C)を複素多様体とみなしたときの Betti
cohomology Hm

B (X(C),Q).

• X の F 上の de Rham cohomology Hm
dR(X/F ).

• F の素イデアルPに対して K = FPとして、XのOFP上のモデルを取り、OFP
の剰余体 kへ引き戻した k上の代数多様体 Xkの rigid cohomology Hm

rig(X/K0).

• F の代数閉包をF としたとき、XF := X⊗F の étale cohomology Hm
ét (XF ,Q`).

また、Betti cohomologyと de Rham cohomologyの情報を張り合わせたものは混合
Hodge構造を、rigid cohomologyと de Rham cohomologyの情報を張り合わせたも
のは filtered Frobenius module (混合Hodge構造の p進類似）を与える。

　代数多様体の性質は cohomol-
ogy群を通して調べることが可能
である。複数の cohomology理論
を考える理由は、各 cohomology
群は単に線形空間ではなく、それ
以外にも付加的な構造を持ってい
るからである。より多くの coho-
mology群を調べることで、代数多
様体の持っている性質をより詳し
くみることが可能となる。代数多
様体に付随する motive とは、そ

の代数多様体に対して考えうる良い cohomolgy理論すべての情報を持っている理想的
な cohomology理論のことである。理想的であるが故に、motiveがあれば、その他の
cohomolgy群はすべて実現として回復できるという仕組みになっている。



　各 cohomology理論に対応して、
混合層の理論がある。例えば代数
多様体の族があったとき、coho-
mology 群の族ができる。この様
な 『cohomology群の族』は混合
層として解釈される。各混合層の
理論には cohomology群の場合と
同様に付加構造があり、この構造
によって代数多様体の族のより詳
しい性質を調べることが可能とな
る。Motivicな混合層の理論とは、
考えうる良い混合層の理論すべて

の情報を持っている理想的な混合層の理論のことである。理想的であるが故に、motivic
な混合層があれば、その他の混合層はすべて実現として回復できるという仕組みになっ
ている。
ポリログ層が motivicである、ということの意味は、P1\{0, 1,∞}上の motivicな混
合層が存在して、前章で書き表した混合 Hodge構造の変形や filtered overconvergent
F -isocrystalはこの motivicな混合層から回復される、ということである。

§ 4. 楕円曲線のポリログ

BeilinsonとLevin [BL]によってポリログ層の構成は楕円曲線の場合に拡張された。
この章では楕円曲線の場合のポリログは何であるか、ということと、古典的なポリロ
グ層とどう類似しているかについて解説する。F を標数 0の体としたとき、F 上の楕
円曲線Eは

E : y2 = 4x3 − g2x− g3, ω =
dx

y
,

g2, g3 ∈ F , ∆ = g3
2 − 27g2

3 6= 0というWeierstrass方程式で定義される。Beilinson-
Levinによる楕円ポリログの構成は、古典的な P1 \ {0, 1,∞} = Gm \ {1}の場合と類
似な構成を、楕円曲線Eから単位元 0を抜いた代数多様体上で行った。

Beilinsonと Levinの構成は抽象的であり、構成されたポリログ層の記述は必ずしも
明確ではなかった。[BKT]の最初の成果は、古典的なポリログ関数の場合と類似の微
分方程式を具体的に書き下すことであった。



古典的なポリログ関数の微分方程式は

dLik+1(t) = Lik(t)
dt

t

Li0(t) =
t

1− t
によって与えられた。楕円曲線版を考えるためには、P1 \ {0, 1,∞}の場合の

dt

t
,

t

t− 1

の楕円類似を決定する必要がある。
最初の dt/tはGmの普遍微分形式であり、さらにH1

dR(Gm)の生成元である。楕円
ポリログを Beilinsonと Levinのの抽象的な定義に従って書き下すと、dt/tの楕円曲
線類似は、H1

dR(E/F )の生成元によって与えられることが導かれる。ω = dx/yを不
変微分形式として、η = xdx/yを第２種微分形式とすると、

H1
dR(E/F ) = Fω

⊕
Fη

と表されることが知られている。従って、楕円曲線の場合に dt/tの代わりをするの
は、ω, ηである。虚数乗法をもつ楕円曲線の場合は、後ほど定義する ω, ω∗という若
干異なる基底を取った方が都合が良い。
有理関数 t/(t− 1)の楕円類似を決定するために、t/(t− 1)の幾何学的性質と数論的

性質に注目した。まず t/(t− 1)は、Gmの単位元 1で 1という簡単な留数を持つとい
う幾何学的性質を持っている。

　次にΓ = 2πiZとすると、t = ezという対応
から同型 C/Γ ∼= Gm(C)が導かれる。この同
型を通して、t/(t − 1)は ez/(ez − 1)に移る。
整数 b ≥ 0に対して

e∗b :=
∑

γ∈Γ\{0}

1
γb

とすると、この量は

e∗b = −Bb
b!

=





2ζ(b)
(2πi)b

b: 偶数

0 b:奇数

という数論的に非常に重要な量であることが導かれる。ここでBbは b番目のBernoulli
数である。ez/(ez − 1)は Bernoulli数の母関数であることが知られているため、数論
的にも重要な関数であることが導かれる。以上 t/(t− 1)の性質をまとめると次の通り
である。

• （幾何的な性質） t

t− 1
の t = 1での留数は 1.



• （数論的な性質） ez

ez − 1
=

1
z

+
∞∑

b≥0

(−1)be∗b+1z
b.

楕円ポリログを具体的記述するために、上記の性質をみたす楕円曲線上の関数が必

要である。今までの小林真一氏と
の共同研究を通して、この様な関
数を発見していた。
　楕円曲線E : y2 = 4x3−g2x−g3

と不変微分形式 ω = dx/yに対し
て Γ ⊂ Cを周期格子とする。す
ると、x = ℘(z), y = ℘′(z)と対
応させることにより、同型C/Γ ∼=
E(C) が導かれる。

次に θ(z)を因子 [0] ∈ C/Γに対応する reducedなテータ関数で θ′(0) = 1となるよ
うに正規化したものとする。

e∗0,2 := lim
s→0+

∑

γ∈Γ\{0}
|γ|−2sγ−2

とおくと、θ(z)はWeierstrassのシグマ関数 σ(z)を
用いて

θ(z) = exp
[
−e∗0,2

z2

2

]
σ(z)

と表されることが知られている。Γの基本領域の面
積を a(Γ)として、A := a(Γ)/πとする。

Θ(z, w) =
θ(z + w)
θ(z)θ(w)

とおくと、この関数は任意の γ1, γ2 ∈ Γに対して

Θ(z + γ1, w + γ2) = exp
[
γ1γ2

A

]
exp

[
zγ2 + wγ1

A

]
Θ(z, w)

という変換公式をみたすことが導かれる。この公式はΘ(z, w)が楕円曲線上のPoincaré
束に付随する reducedなテータ関数であることを示している。この関数が t/(t− 1)の
楕円曲線類似であることが期待された。
まず、θ(z)は divisor[0]に対応するテータ関数で θ′(0) = 1となることから、Θ(z, w)

は z = 0と w = 0で留数が１となるという幾何学的性質をみたしている。
さらに、今までの研究を通してΘ(z, w)は t/(t− 1)の場合と同様に数論的な性質を
持っていることを発見した。具体的には整数 a, bに対して

e∗a,b :=
∑

γ∈γ\{0}

γa

γb



とする。この和は b > a+ 2でないと絶対収束しないが、解析接続を用いることによ
り、全ての a, bに対して値が定義される（[We] 参照）。これに対して次の定理が成り
立つことを証明した ([BK1] Theorem 1.17、あるいは [BK2] Theorem 2.11)。

定理 1 (Kobayashi, B–) Θ(z, w)を z, wで展開すると

Θ(z, w) =
1
z

+
1
w

+
∑

a,b≥0

(−1)a+b
e∗a,b+1

a!Aa
zbwa

となる。

Zagierは [Zag]で２変数 Jacobiテータ関数について似たような公式を証明しているが、
我々の場合 reducedなテータ関数という別な正規化を用いることによって、直接 e∗a,b
を生成する母関数を見つけることができた。
e∗a,b は Eisenstein-Kronecker数と呼ばれるもので、虚２次体の整数論 Bernoulli数
と同様な役割を果たす大切な量である。以上の考察から、Θ(z, w)は t/(t− 1)と同様
な幾何学的性質と数論的な性質をみたしていることが導かれる。最後の問題として、
Θ(z, w)は Γに対して周期関数でない。従って、有理関数でもない。楕円ポリログを
記述する代数的な微分方程式を求めるためには何らかの意味でΘ(z, w)を周期化する
必要がある。この周期化の操作で導かれるのが、次章で定義する接続関数である。

§ 5. 接続関数と楕円ポリログ関数

この章では Θ(z, w)を周期化する方法を解説し、楕円ポリログの場合の微分方程式
を具体的に記述する。最初にΘ(z, w)の変換公式から、次の結果が証明される。

補題 2 今 F1(z) := θ′(z)/θ(z)として

Ξ(z, w) := exp(−F1(z)w)Θ(z, w)

と置く。このとき、Ξ(z, w)の z変数は格子 Γについて周期的である。すなわち、

Ξ(z + γ,w) = Ξ(z, w) (∀γ ∈ Γ)

が成り立つ。

定義 3 関数 Ln(z)を

Ξ(z, w) =
∞∑

n=0

Ln(z)wn−1

と定義する。

補題より、Ln(z)はΓについて周期関数であることが導かれる。すなわち、Ln(z)は
C/Γの楕円関数である。この関数の代数性について、次の結果が知られている（[BKT]
Proposition 1.6）。



命題 4 (Kobayashi, Tsuji, B–) 格子 Γが体 F ⊂ C 上定義される楕円曲線

E : y2 = 4x3 − g2x− g3, ω =
dx

y

の周期格子となるとき、関数 Ln(z)は F 上定義される。

証明．ζ(z) = σ′(z)/σ(z)をWeierstrassのゼータ関数とすると、

Ξ(z, w) = exp(−ζ(z)w)σ(z + w)/σ(z)σ(w)

と表される。命題の条件のもと、σ(z)と ζ(z)を zで Laurent展開したものの係数は
F に含まれることが知られている。Ln(z)は定義よりC/Γ上 z = 0でのみ極を持つの
で、この極の位数は 2以上である。℘(z) = −ζ ′(z), ℘′(z)の Laurent展開の係数も F

に入り、C/Γ上の極は z = 0のみで位数はそれぞれ２と３であることから、適当な F

係数の多項式 f(x, y) ∈ F [x, y]を用いると Ln(z) − f(℘(z), ℘′(z))は C/Γ上で極を全
く持たない関数、すなわち定数にすることができる。現れる全ての関数が F 係数であ
ることから、この定数も F に含まれる。従って

Ln(z) ∈ F [℘(z), ℘′(z)]

が導かれる。
関数 Ln(z)の最も重要な性質は次の通りである。

定理 5 (Kobayashi, Tsuji, B–) 接続関数 (Ln(z))n≥0 は、楕円ポリログの場合に
t/(t− 1)と同じ役割を果たす。

定理の正確な定式化は原論分 [BKT] Theorem 1.22に譲る。ω∗ := dF1(z)とする
と、ω∗は第２種微分形式になり、ω, ω∗はH1

dR(E)の基底になる。この結果を用いて
Beilinsonと Levinの楕円ポリログ層の構成を具体的に書き下すと、楕円ポリログ層の
Hodge実現の周期行列は

Dm,n(z) = Dm−1,n(z)ω +Dm+1,n−1(z)ω∗, (m,n ≥ 0)

D0,n(z) = Ln(z), Dm,−1(z) = 0

をみたす関数 Dm,n(z)によって記述されることが導かれる。この関数は P1 \{0, 1,∞}
の場合のポリログ関数 Lik(t)の楕円曲線類似である。
楕円ポリログの p進実現に対しても同様な微分方程式が立てられる。Kを虚２次体

とする。また、EをK上定義される楕円曲線で、OK で虚数乗法をもち、素数 p ≥ 5
で good reduction を持つと仮定する。また、素数 pがKの中で p = pp∗と分解する
とき πを pの生成元として、分解しないとき π := pとする。このとき、

Θ(p)(z, w) = Θ(z, w)− 1
π

Θ(πz, π−1w)

として、
Ξ(p)(z, w) := exp(−F1(z)w)Θ(p)(z, w)



とする。このとき p進の接続関数 L
(p)
n (z)を

Ξ(p)(z, w) =
∑

n≥0

L(p)
n (z)wn−1

で定義する。このとき、L(p)
n (z)はE上の有理関数となり、特に rigid analyticな関数

でもある。このとき、p進楕円ポリログ関数がみたす微分方程式は

dD
(p)
m+1,n = D(p)

m,nω +D
(p)
m+1,n−1ω

∗ (m,n ≥ 0)

D
(p)
0,n = L(p)

n , D
(p)
m,−1 = 0

である。以上をみたす rigid analytic な D
(p)
m,n は唯一つ存在することが証明される

（[BKT] Theorem 3.3）。この関数は P1 \ {0, 1,∞}の場合の `
(p)
k (t)の p進類似であ

り、Beilinsonと Levinの構成方法を p進の場合に書き下すと、楕円ポリログの p進周
期行列を記述していることが導かれる（[BKT] Theorem 4.15）。

[BKT]の主結果は、関数D
(p)
m,nと、この場合の L関数の特殊値を p進的に補完する

p進 distributionとの関係である。pが ordinaryな場合、この distributionはmeasure
となり、p進 L関数を与えることが知られている。全ての結果を合わせると、楕円ポ
リログという motivicなものから、p進 L関数が導けた。この結果をきちんとした定
式化にあてはめることで、虚数乗法をもつ楕円曲線やより一般的には虚２次体に付随
するHecke指標に対して、p進Beilinson予想が解けるのではないかと期待している。
目下研究中である。
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