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1 概要

Birch-Tate 予想は、総実代数体の K2 群とDedekind ゼータ関数の −1 での値の
関係を記述する。この関係を「トーラス係数」つきの関係式に一般化する。ここ
で、K2 は染川氏によって導入された半アーベル多様体（今の場合はトーラス）を
係数に持つ Milnor K 群に置き換えられ、Dedekind ゼータ関数はトーラスの余指
標群の Artin L 関数に置き換えられる。Birch-Tate 予想は 2-冪部分を除き証明さ
れている。トーラス係数の予想は、係数のトーラスが meta-cyclic 拡大で分裂する
という仮定の下で 2-冪部分を除き証明できる。
第二節で Birch-Tate 予想を復習する。第三節ではトーラス係数の予想を定式

化し、主結果を述べる。第四節と第五節で証明について説明する。第六節では関
連する話題について述べる。

2 Birch-Tate 予想

体 F に対し、その分離閉包 F̄ を固定して、GF = Gal(F̄ /F )、µn = {ζ ∈ F̄ ∗ | ζn =
1} とおく。（ここで n は F で可逆な自然数。）さらに、

W2(F ) = [∪
n

µn ⊗ µn]GF = H0(F,Q/Z(2))

と書く。ここで Q/Z(2) = ∪nµn ⊗ µn である。（n は F で可逆な自然数を走る。）
F = K が代数体のときは、W2(K)は有限群である。ネーター環 Rに対して Quillen
の K2 群を K2(R) と書く。我々にとって必要なのは R = OK が代数体 K の整数
環の場合である。この場合には K2(OK) はずっと具体的に記述できることを、下
の注意 2.4 で復習する。また、その場合は K2(OK) が有限であることも知られて
いる（Garland [2]）。以上の準備のもとで Birch-Tate 予想を述べる：
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予想 2.1. ([14]) K を（有限次）総実代数体、OK を K の整数環、ζK(s) を K の
Dedekind ゼータ関数とするとき、次の等式が成り立つであろう：

ζK(−1) = ±|K2(OK)|
|W2(K)| .

例 2.2. K = Q のとき、ζK(s) は Riemann ゼータ関数なので ζ(−1) = − 1
12
で

ある。他方、W2(Q) ∼= Z/24Z, K2(Z) ∼= Z/2Z である。（K2(Z) の非自明な元は
{−1,−1} であたえられる。）この場合には予想が成立していることが分かる。
予想 2.1 は現在では（ほとんど）定理である。歴史を述べると、

• １９７０年ごろ、正標数の大域体に対する類似の等式が証明された [14, 15]。
（はじめに 2-冪部分を Birch と Tate が共同で、後になって Tate が一般に証
明した。）これが予想の根拠となった結果である。

• Wiles は１９９０年の論文で予想 2.1 を 2-冪部分を除き証明した [18]。（す
なわち、両辺の比が 2 の冪であることを示した。）これは岩澤主予想の帰結
である。K がアーベル体の場合は 2-冪部分も成り立つ。

注意 2.3. K を（総実とは限らない）代数体として、その複素素点の数を r2 とす
る。このとき、ζK(s) は s = −1 で r2 位の零点を持つ。このときには、ζK(s) の
s = −1 におけるテイラー展開のはじめの係数を記述する予想が定式化されている
（Quillen-Lichtenbaum 予想 [4]）。この定式化には K3 群と regulator の概念が必
要となる。

注意 2.4. 代数体の整数環 OK に対してK2(OK)の具体的な記述をあたえよう。ま
ず、一般に体 F に対しては

K2(F ) = [F ∗ ⊗Z F ∗]/ < a⊗ (1− a) | a ∈ F ∗ \ {1} >

となる。なお、a, b ∈ F ∗ のとき、a ⊗ b の K2(F ) での類を {a, b} と書く。次
に、F の離散付値 v とその剰余体 Fv に対して tame symbol と呼ばれる写像
∂v : K2(F ) → F∗v がある。F = K が代数体、v がその有限素点の場合は、この写
像は（符号を除いて）次の合成と一致する：

K2(K) → K2(Kv) → µn
∼= F∗v

ここで Kv は完備化を表す。はじめの写像は包含写像 K ⊂ Kv の導く自然な写
像。n = |F∗v| であり、最後の同型は µn ⊂ O∗

Kv
³ F∗v の合成である。真ん中の

写像は局所類体論の Hilbert symbol である。すなわち、局所類体論の相互写像を
ρKv : K∗

v → Gab
Kv
とするとき {a, b} 7→ (ρKv(b)(

n
√

a))/( n
√

a) と特徴づけられる。以
上の準備のもとで、K2(OK) は次のように記述できる：

K2(OK) =
⋂

v:有限素点

ker[∂v : K2(K) → F∗v].
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3 トーラス係数の Birch-Tate 予想

F を体、T を F 上のトーラスとする。すなわち、T は F 上の代数群で、ある有限次
ガロア拡大 E/F で係数拡大すると乗法群 Gm の直和と同型となる：T ⊗F E ∼= Gd

m.

（このとき T は E で分裂するという。）F で可逆な自然数 n に対し T [n] = {x ∈
T (F̄ ) | xn = 1} とおく。さらに

W T
2 (F ) = [∪

n
T [n]⊗ µn]GF = H0(F, Ttor(1)), Ttor = ∪nT [n]

と書く。（n は F で可逆な自然数を走る。）T = Gm の場合、WGm
2 (F ) = W2(F )

となる。F = K が代数体の場合、W T
2 (K) は有限群である。

下の定義 3.6 で、T を係数とした F の Milnor K-群KT
2 (F ) を定義する。さら

に F = K が代数体の場合、T に対する適当な仮定の下で、その部分群 KT
2 (OK)

も定義する。これら定義は後回にして、ここでは T = Gm のときは「適当な仮定」
が満たされており、KGm

2 (F ) = K2(F ), KGm
2 (OK) = K2(OK) が成り立つことだけ

注意しておく。
X = HomF̄ (Gm, T ) を T の余指標群とする。このとき、X ∼= Zd であり、GF

が有限商 Gal(E/F ) を経由して X に作用する。従って XC = X ⊗Z C はガロア
群 GF の（像が有限な）有限次元表現（Artin 表現）を与える。T = Gm の場合は
X = Z で GF の作用は自明である。

予想 3.1. K を代数体、T を K 上のトーラスとする。このとき、 KT
2 (OK) は有

限であろう。さらに T が総実な代数体 L/K で分裂するならば、次の等式が成り
立つであろう：

LK(−1, XC) = ±|K
T
2 (OK)|

|W T
2 (K)| .

ここで LK(s,XC) は表現 XC の Artin L-関数である。

例 3.2. T が Gm の場合、すでに述べたとおりW T
2 (K) = W2(K) と KGm

2 (OK) =
K2(OK) が成り立つ。また、このとき XC は単位表現であるから Artin L 関数
LK(s,XC) は Dedekind ゼータ関数 ζK(s) に一致する。したがって、この場合の
予想 3.1 はもとの Birch-Tate 予想 2.1 に一致する。

注意 3.3. 分裂体 L が総実であるという仮定は LK(s,XC) が s = −1 で（正則か
つ）零でないことを導く。この仮定を設けずに LK(s,XC) の s = −1 におけるテ
イラー展開のはじめの係数を記述する予想を定式化するには、トーラス係数の K3

群とその上の regulator の導入が必要となる。

有限群は、その全ての Sylow部分群が巡回群のときにmeta-cyclicと呼ばれる。
有限次ガロア拡大で、ガロア群が meta-cyclic なものをmeta-cyclic 拡大と呼ぶ。
次の定理が主結果である：

定理 3.4. T を総実代数体 K 上のトーラスとする。T が総実な meta-cyclic 拡大
L/K で分裂するならば、T に対する予想 3.1 は 2-冪部分を除き成立する。
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注意 3.5. (1) 正標数の大域体に対する類似も成立する。

(2) KT
2 (OK) が定義されるための「適当な仮定」は、定理の仮定の下では（当然
ながら）満たされる。

(3) 定理を含め、以下さまざまなところで「T が meta-cyclic 拡大で分裂する」
という仮定を設けるが、これはひとえに後述の定理 4.1 を利用するための技
術的な仮定である。（つまり、この仮定の下では証明できたというだけのこ
とであって、仮定を外したら成り立たない例があるという訳ではない。この
仮定を使わずに定理 4.1 が証明できれば、主結果である定理 3.4 からもこの
仮定を外すことができる。その証明を試みているのだが、なかなかできなく
て困っている。）

定義 3.6. トーラス係数の Milnor K-群の定義を述べる。まず、F を体、T を F 上
のトーラスとしてKT

2 (F ) を定義する。それには染川氏の定義 [10] を利用する。そ
こでは半アーベル多様体 G1, . . . , Gr を係数にもつMilnor K-群 K(F ; G1, . . . , Gr)
が定義されているが、それを利用して

KT
2 (F ) := K(F ; T,Gm)

と定める。いまの場合に限定して [10] の定義を書き下すと

KT
2 (F ) =

⊕
E

T (E)⊗ E∗/ <関係式 >

となる。ここで E は F の有限次拡大すべてを走る。関係式は、projection formula
と Weil 相互律に起因するものであるが、その正確な記述はここでは省略する。
a ∈ T (E), b ∈ E∗ のとき、a⊗ b の KT

2 (F ) における類を {a, b}E/F と書く。

例 3.7. (1) T = Gm の場合、上の「関係式」は前節であたえた「a⊗ (1−a)が生
成するもの」という具体的な記述とはぜんぜん違うものになっているが、標
準的な同型 K2(F ) ∼= KGm

2 (F ) が存在することが [10] で証明されている。対
応は {a, b} 7→ {a, b}F/F である。（逆の対応は {a, b}E/F 7→ NE/F ({a, b}) で
ある。ここで E/F は有限次拡大、a, b ∈ E∗、NE/F : K2(E) → K2(F ) はノ
ルム写像。）

(2) E/F を巡回拡大、T = ker[NE/F : ResE/F Gm → Gm] をノルム 1 トーラス
とする。このとき、同型写像

KT
2 (F ) ∼= coker[K2(F ) → K2(E)]

が存在する。（ただし、同型は標準的ではなく、ガロア群の生成元の選択に
依存する。）

定義 3.6 のつづき. F = K を代数体とする。K の各有限素点 v に対して次のい
づれかが成り立つことを仮定する：
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(1) T は v で good reduction を持つ。（これは惰性群が X に自明に作用するこ
とと同値である。）

(2) T の係数拡大 T ⊗K Kv は meta-cyclic 拡大で分裂する。

このとき、以下で述べるようにKT
2 (F )上の（適当な群に値を持つ）準同型写像 ∂T

v

が定義できる。その上で、トーラス T を係数とする環 OK の K2-群を

KT
2 (OK) =

⋂
v

ker(∂T
v )

と定める。

(1) T が v で good reduction を持つときは、写像 ∂T
v を次の写像の合成として

定義できる：
KT

2 (K) → KT
2 (Kv) → T [n] ∼= Tv(Fv).

ここで、はじめの写像は包含 K ⊂ Kv の導く自然な写像。Tv は、トーラス
T の還元で、剰余体 Fv 上のトーラスとなる。n はその有理点の群 Tv(Fv) の
位数であり、最後の同型は還元写像が導くもの。真ん中の写像は局所類体論
の Hilbert symbol をまねして、{a, b}Kv/Kv 7→ (ρKv(b)(

n
√

a))/( n
√

a) が任意の
a ∈ T (Kv), b ∈ K∗

v に対して成り立つように定める。（正確な特徴付けは、ここ
で述べた条件に加えてノルム写像との可換性を要請することよりあたえられ
る。）Gm はすべての素点で good reductionを持ち、同型 K2(K) ∼= KGm

2 (K)
のもとで ∂v と ∂Gm

v は同一視できる。

(2) T の係数拡大 T ⊗K Kv が meta-cyclic 拡大で分裂するときは、写像 ∂T
v を

次の写像の合成として定義することができる：

KT
2 (K) →

⊕
p

KT
2 (Kv)[p

∞] →
⊕

p

H1(Kv,Mp) →
⊕

p

H2
v (OKv ,Mp).

ここで p は v の剰余標数と異なる素数を走り、

Mp = ∪
n
(T [pn]⊗ µpn) = X ⊗Qp/Zp(2) (3.1)

およびKT
2 (Kv)[p

∞] = ∪nKT
2 (Kv)[p

n] という記号を用いた。はじめの写像は
包含写像 K ⊂ Kv の導く自然な写像である。（KT

2 (K) はねじれ群である。
なお、v の剰余標数の冪位数の KT

2 (K) の元はゼロへ移す。）最後の写像は
localization sequence の境界写像である。真ん中の写像は、仮定 (2) によっ
て後述の系 4.5 から得られる写像である。

注意 3.8. (1) T が v で good reduction を持つときは⊕pH
2
v (OKv ,Mp) は Tv(Fv)

と同型であり、∂T
v の二つの定義は両立する。

(2) 定理 4.1（または系 4.5 ）を「T が meta-cyclic 拡大で分裂する」という仮
定をせずに証明できれば、上で述べた ∂T

v の二つ目の構成は仮定 (2) がなく
ても有効となる。
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4 証明について

証明は二つの部分に分けられる：

(A) LK(−1, XC) = ±
∏

p

|H1(OK [1
p
],Mp)|

|H0(OK [1
p
],Mp)|

.

(B) H1(OK [
1

p
],Mp) ∼= KT

2 (OK)[p∞].

ここで p は素数を走る。（Mp は (3.1) で導入した群である。）なお、定義から
H0(OK [1

p
],Mp) ∼= W T

2 (K)[p∞] は容易に分かる。

4.1 等式 (A) の証明.

ここは容易に Wiles の定理に帰着させられる。meta-cyclic という仮定も不要であ
る。証明の方針は以下の通り：

• Wiles の定理 [18] により T = Gm の場合は成立。

• L/K を有限次拡大として、T が Weil restriction ResL/K Gm の場合は上に
帰着できる。

• 任意のトーラス T に対して、次の形の isogeny が存在する [9]：

⊕
i

ResLi/K Gmi
m ⊕ Tm −→ ⊕

j
ResLj/K Gmj

m .

ここで Li, Lj は L/K の中間体、m ∈ Z>0, mi, mj ∈ Z≥0.

• T の isogeny 類は XC で決まる。従って、LK(s,XC) も T の isogeny 類の
みで決まる。そこで |H1|/|H0| が isogeny で不変なことを示せば証明が完了
する。これは isogeny の核に現れる有限群のEuler 標数を計算することでな
される。（ここで L が総実であるという仮定を使う。）

4.2 同型 (B) の構成.

こちらは簡単には乗法群の場合に帰着させられない。主要な段階は次にある：

定理 4.1. F を体、T を F 上のトーラスとする。T が meta-cyclic 拡大で分裂す
るならば、次の自然な同型がある：

KT
2 (F ) ∼= H2(F,X ⊗ Z(2)).

ここで、X は T の余指標群、Z(2) は「重さ 2 のエタール・モチビック複体」で
ある。（ここでは Lichtenbaum が [5] で構成したものとする。）
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この定理の証明は技術的であり、また定理自体も最善のものとは限らない。特に
「T は meta-cyclic 拡大で分裂する」という仮定は、ある理論（トーラスの flasque
resolution）を利用するために設けたに技術的なものにすぎず、不要なのかもしれ
ない。そういう訳なので、証明についてはむしろ述べない方がいいのかもしれな
いが、次の節でもう少し説明する。

注意 4.2. T = Gm の場合、同型 KGm
2 (F ) ∼= K2(F ) に注意すれば、定理 4.1 は

Z(2) の基本性質のひとつであるK2(F ) ∼= H2(F,Z(2)) を意味する。

Z(2) の性質からただちに、完全三角形

X ⊗ Z(2)
n→ X ⊗ Z(2) → T [n]⊗ µn → X ⊗ Z(2)[1]

の存在が分かる。（同型 X ⊗ µ⊗2
n
∼= T [n]⊗ µn に注意。）これと定理 4.1 から次の

定理 4.3 が従う：

定理 4.3. T を体 F 上のトーラスでmeta-cyclic 拡大で分裂するものとする。n が
F で可逆な自然数ならば ‘Galois symbol’

KT
2 (F )/n → H2(F, T [n]⊗ µn)

は単射である。

注意 4.4. (1) T = Gm の場合、KT
2 (F ) = K2(F ) の同一視のもとで上の Galois

symbolは通常の（Tateの）それと一致する。従って、この場合はMerkurjev-Suslin
の定理 [7] によってこの写像は同型である。（一般の T に対しては全射とは限ら
ない。）
(2) T = Gm で F が大域体の場合、Merkurjev-Suslin よりもずっと前にTate はこ
の同型を証明していた [15]。これは正標数の大域体に対しBirch-Tate 予想 2.1 の
類似が証明されたときの鍵であった。
(3) 等式 (B) は、定理 4.3（あるいはより精密な定理 4.1）から証明される。これ
は上の注意 (2) の類似と思える。
(4) 「重さ 2 の Hilbert 90」によってH3(F,Z(2)) = 0 が成り立つ。しかし、一般
の T に対してはH3(F, X ⊗Z(2)) は非自明な群となりうる。これが T = Gm のと
きは Galois symbol が全射なのに一般の T に対してはそうならない理由である。

系 4.5. F を Ql の有限次拡大、p を l と異なる素数とする。T が meta-cyclic 拡
大で分裂する F 上のトーラスならば、自然な同型

KT
2 (F )[p∞] ∼= H1(F, Mp)

が存在する。ここでMp は (3.1) で導入された群である。

これは、KT
2 (F ) がねじれのない可除群と有限群の直和であること、H1(F, Mp)

が可除部分群を持たないこと、および定理 4.3 から分かる。
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5 Voevodsky の圏

定理 4.1はColliot-Thélène, Sanscu [1]によるトーラスの flasque resolutionの理論
を用いて直接示すことができる。しかし、ここでは少し概念的な証明を説明する。

F を体とする。この節では [6, 16] の記号を用いる。特に、DM eff,−
Nis (F ) と

DM eff,−
et (F ) はVoevodsky が [16] で構成したテンソル三角圏とする。両者の間に

は「位相の取り替え」の関手 π∗ : DM eff,−
Nis (F ) → DM eff,−

et (F ) と、その右随伴関
手Rπ∗ : DM eff,−

et (F ) → DM eff,−
Nis (F ) が存在する。

G,H を F 上の半アーベル多様体とする。これらは homotopy invariant な
Nisnevich sheaf with transfer を定めるので、次数 0 のみに項を持つ複体として
DM eff,−

Nis (F )の対象と見なせる。（これは多様体 Gに付随するモチーフM(G)とは
異なることに注意。）テンソル積は右完全なので、G⊗H は次数 ≤ 0 に集中する。
（テンソル積の基本性質からM(G×H) = M(G)⊗M(H) が成り立つが、これと
G⊗H は全く一致しないことに注意。）従って、随伴写像G⊗H → Rπ∗π∗(G⊗H)
はG⊗H → t≤0Rπ∗π∗(T ⊗Gm) を経由する。

T が F 上のトーラスのとき、π∗(T ⊗Gm)（を etale 層の導来圏に制限したも
の）はX ⊗Z(2) （こちらのテンソルは etale 層の導来圏での普通のテンソル）と
同型である。このことに注意すれば、定理 4.1 は、次の二つの命題から従う。

命題 5.1. 定理 4.1 と同じ仮定の下で、次の同型が存在する：

KT
2 (F ) ∼= HomDMeff,−

Nis (F )(Z, T ⊗Gm).

命題 5.2. 定理 4.1 と同じ仮定の下で、

T ⊗Gm → t≤0Rπ∗π∗(T ⊗Gm)

は同型となる。

注意 5.3. ここでは Z(n) を Voevodsky が定義したDM eff,−
Nis (F ) の対象とする。

(1) 同型 Z(1) ∼= Gm[−1], Z(2) ∼= Z(1)⊗ Z(1) とKGm
2 (F ) ∼= K2(F ) に注意すれ

ば、T = Gm のとき命題 5.1 は

K2(F ) ∼= HomDMeff,−
Nis (F )(Z,Z(2)[2])

を意味する。これは Suslin-Voevodsky [13] Theorem 3.4 で証明されている。

(2) 「重さ 2 の Beilinson-Lichtenbaum 予想」により、T = Gm の場合は命題
5.2 より強く

Gm ⊗Gm → t≤1Rπ∗π∗(Gm ⊗Gm)

が同型となる。（つまり、命題 5.2に加えてR1π∗π∗(Gm⊗Gm) = R3π∗π∗Z(2) =
0 が成り立つ。注意 4.4 (4) を参照。）

命題 5.1, 5.2 は、トーラスの flasque resolution を用いると、T = Gm の場合
に帰着させることができる。上の注意の通り、この場合はすでに知られている。
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注意 5.4. （この注意は Bruno Kahn により指摘された。）命題 5.2 の一般化とし
て、F 上の半アーベル多様体G1, · · · , Gr に対して

K(F ; G1, · · · , Gr) ∼= HomDMeff,−
Nis (F )(Z, G1 ⊗ · · · ⊗Gr)

が成り立つことが期待できるが、なかなか証明できないで困っている。（特に、命
題 5.1 は「T が meta-cyclic 拡大で分裂する」の仮定がなくても成立すると期待で
きる。）望月 [8] に関係した結果がある。

命題 5.2 も、T が一般の（meta-cyclic 拡大で分裂しない）トーラスでも成り
立つと期待している。一方で、次の例が構成されている：

例 5.5. (Spieß-Y. [11]) F を標数 0 の体、E/F を二次拡大で restriction map
H3(F,Z/2Z) → H3(E,Z/2Z) が単射でないようなものとする。（たとえば F とし
て二次元局所体 [3] を取れば、どんな二次拡大 E/F もこの仮定を満たす。）この
ｔき、ノルム 1 トーラス T = ker[NE/F : ResE/F Gm → Gm] に対して

T ⊗ T → t≤0Rπ∗π∗(T ⊗ T )

は同型とならない。

Beilinson は、２００７年３月にトロントでの講演で、アフィン多様体 X に対
して

M(X) → t≤0Rπ∗π∗M(X)

が同型になることを予想した。例 5.5 の T に対してはM(T ) ∼= Z⊕ T （したがっ
てM(T × T ) ∼= Z⊕ T ⊕ T ⊕ (T ⊗ T ) ）が成り立つので、例 5.5 はこの予想への
反例を与える。（なお、一般の半アーベル多様体 G に対してはG が M(G) の直和
因子になるとは限らない。）

6 染川予想

F を体とする。F で可逆な自然数 n とF 上の半アーベル多様体 G1, · · · , Gr に対
し、Milnor K-群 K(F ; G1, · · · , Gr) に関する ‘Galois symbol’

ρ : K(F ; G1, · · · , Gr)/n → Hr(F, G1[n]⊗ · · · ⊗Gr[n])

が構成されている。染川 [10] は次の予想を提出した：

予想 6.1. ρ は単射。

例 6.2. (1) T が F 上のトーラスのとき、定義によって K(F ; T,Gm) = KT
2 (F )

であった。定理 4.3 は、（T が meta-cyclic 拡大で分裂するという仮定の下
で）この場合に予想 6.1 を証明したことになる。
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(2) G1 = · · · = Gr = Gm のとき、自然な同型K(F ;Gm, · · · ,Gm) ∼= KM
r (F ) が

あり、それを通じて Galois symbolも通常のものと同一視される。従って、こ
のとき予想 6.1 はBloch-加藤予想（の単射性の部分）となる。特に r = 2 ま
たは n が 2 の冪の場合は、それぞれ Merkurjev-Suslin [7] および Voevodsky
の定理 [17] （の一部）である。

(3) C を F 上の代数曲線で F -有理点を持つものとし、J をそのヤコビ多様体と
する。このとき K(F ; J,Gm) は、構造射 C → Spec F の導く写像（ノルム
写像）CH2(C, 1) → CH1(Spec F, 1) = F ∗ の核（これは直和因子となってい
る）と同型になり、図式

K(F ; J,Gm)/n
ρ→ H2(F, J [n]⊗ µn)

↓∩ ↓
CH2(C, 1)/n

c→ H3
et(C, µ⊗2

n )

が可換となる。右の写像は Hochschild-Serre スペクトル系列とC の F -有理
点の存在から導かれる写像である。Suslin [12] は写像 c が単射であることを
示した。したがって、この場合 ρ も単射となり、予想 6.1 は成立する。

(4) C1, C2 を F 上の代数曲線で F -有理点を持つものとし、J1, J2 をそれらのヤ
コビ多様体とする。K(F ; J1, J2) は、代数曲面 X = C1 × C2 のアルバネー
ゼ写像CH2(X)deg=0 → J1(F )⊕ J2(F ) の核（これは CH2(X) の直和因子と
なっている）と同型になり、図式

K(F ; J1, J2)/n
ρ→ H2(F, J1[n]⊗ J2[n])

↓∩ ↓
CH2(X)/n

c→ H4
et(X, µ⊗2

n )

が可換となる。右の写像は Hochschild-Serre スペクトル系列、Künneth 公
式とX の F -有理点の存在から導かれる写像である。このとき、予想 6.1 は
サイクル写像 c の単射性と同値になる。特に C1, C2 が p-進体上の Mumford
曲線のとき、予想 6.1 は成り立つ [19]。

このように、予想 6.1 は多くの場合に証明されているが、一般には成り立たな
いことが最近分かった。

例 6.3. (Spieß-Y. [11]) F を体、n > 1 を F で可逆な自然数、E/F を n 次巡回拡
大とする。次の仮定を設ける：

(1) µn2 ⊂ F.

(2) restriction map H3(F, µ⊗2
n ) → H3(E, µ⊗2

n ) は単射でない。

（たとえば F が条件 (1) を満たす二次元局所体 [3] なら、全ての n 次巡回拡大
E/F に対して仮定は成立する。）このとき、ノルム 1 トーラス T = ker[NE/F :
ResE/F Gm → Gm] に対するGalois symbol

K(F ; T, T )/n
ρ→ H2(F, T [n]⊗ T [n])

は単射でない。
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