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1 Introduction

今日では,
(1.0.1)

(幾何的対象) Ã (完全圏の対象, 例えば, (ある構造付きの)線型空間) Ã (不変量)

という図式で幾何的対象の不変量 (や不変数)を取り出すのは, 常套手段だが, 今, 時間
を巻き戻して, etaleコホモロジーの定義は知っているが, 重みフィルトーレションにつ
いては知らない時に戻して, 歴史に沿って, 次のことを振り返ってみる.

Grothendieck著 (辻雄一訳)の [G]に次の Serreの着想が述べられている. （ここで
は, 述べられている形そのものではなく, 後の都合上のため, 変種を述べる. ）

κを代数閉体とし, rを非負整数とする.

Conjecture 1.1 (Serre予想の変種).

S(κ) := {閉部分スキーム付き (分離かつ) κ上有限型スキームの同型類のなす集合 }

とおく. このとき, 次の三つの性質を満たす唯一の写像

(1.1.1) hr : S(κ) −→ Z

(Z ⊂−→ U) 7−→ hr
Z(U)

がある. (hr(U) := hr
U (U)とおく. ）

(性質 1) U を κ上, 固有, 滑らかとすると, hr(U) = (−1)r dimQl
Hr

et(U, Ql) (但し,
素数 lは ch(κ)と素). ([G]では符号 (−1)r を忘れていることに注意.)

(性質 2) Z ′ を Z の閉部分スキームとすると, hr
Z(U) = hr

Z′(U) + hr
Z\Z′(U \ Z ′).

(性質 3) Z も U も κ上, 滑らかとし, Z は U の中で純余次元 cすると, hr
Z(U) =

hr−2c(Z).

(Serreは hr
Z(U)を (Z,U)の仮想 Betti数と呼んだ. ）
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Remark 1.2. (1) K を可換体とし, G(K) を K 上の有限次元ベクトル空間のなす
Grothendieck群とすると, 次元をとることによって, 同型 dimK : G(K) ∼−→ Zを得る.
κによって, K を適当に取り, (1.1.1)は

(1.2.1) hr : S(κ) −→ G(K)

と見なしたほうがよりよい.
(2) (性質 2)の弱形

(性質 2)′ hr(U) = hr
Z(U) + hr(U \ Z)

を考える. すると, [Nakk2]で証明されているように, (性質 1)と (性質 2)′から, hr の唯
一性は従う.

同じ本 [G]に次の, より精密な Grothendiedkによる予想 (正確にはその変種)が述
べられている.

Conjecture 1.3 (Grothendieck予想の変種). 各 i, j ∈ Nに対し, 次の性質を満たす
写像

hij : S(κ) −→ Z

(Z ⊂−→ U) 7−→ hij
Z (U)

がある.

(性質 4) hr
Z(U) =

∑
i+j=r hij

Z (U).

(性質 5) Z ′ を Z の閉部分スキームとすると, hij
Z (U) = hij

Z′(U) + hij
Z\Z′(U \ Z).

Remark 1.4. (1) 後にわかるように, hij
Z (U)は κの標数が 0であるか, 正標数である

かによって, 哲学的に異なる不変量であることに注意されたい.
(2) Serre予想のときと同じく, 固有滑らかのスキームのときの場合の hij の特徴付

け (cf. §2, (4.8))と (性質 5)の弱形

(性質 5)′ hij(U) = hij
Z (U) + hij(U \ Z)

から, hij
? (?)の唯一性も示すことができる ([Nakk2]).

次のセクションで基礎体 κが複素数体 Cのときの, Deligneによる (1.1)と (1.3)の
解決を簡単に復習し, その次のセクションで l 進コホモロジーのときの, Deligneによ
る (1.1)と (1.3)の解決を復習し, 我々の主眼である剛性コホモロジーにおける (1.1)と
(1.3)の解決を概説する.

2 基礎体が複素数体のとき.

κを基礎体とし, U を κ上 (分離かつ)有限型スキームで, Z を U の閉部分スキームとす
る. このセクションでは κ = Cとする.
まず, よく知られている次の定義を復習する.

Definition 2.1. mを整数とする. Q上の有限次元線型空間H とHC := H ⊗Q C上の
フィルトレーション F の組 (H,F )が重み nの Hodge構造とは, Hij := F iHC ∩ F jHC
(ここに, は複素数共役を表す. )とおくと,

F i(H) =
⊕
i′≥i

Hi′,m−i′

と直和分解 (Hodge分解と言う)する (H,F )のこと. (hij(H) := dimCHij とおく. )
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Example 2.2. U が C上固有かつ滑らかのとき, Hodge理論および [D1]によって,

F iHn(Uan, C) := Im(Hn(Uan, Ω•≥i
Uan/C) −→ Hn(Uan, Ω•

Uan/C) = Hn(Uan, C))

とおくと, (Hn(Uan, Q), F )は重みmの Hodge構造となる. さらに

hij(Hn(Uan, C)) = dimC Hj(Uan, Ωi
Uan/C) = dimC Hj(U,Ωi

U/C) (i + j = m).

(最後の等式は GAGAを使った. ）

基礎体が Cのときは, 一連の論文 [D2], [D3], [D4]において, Deligneによって, 30
年以上前に次の形で解決されている.

Theorem 2.3 ([D2], [D3], [D4]). Zanに台を持つコホモロジーHn
Zan

(Uan, Q) (n ∈ N)
に混合 Hodge構造が存在する. つまり, 有限な増大フィルトレーション P (重みフィ
ルトレーションと呼ばれる )と有限な減少フィルトレーション F (Hodgeフィルトレー
ションと呼ばれる )があって, (grP

r Hn
Zan

(Uan, Q), grP
r F )は重みmの Hodge構造. ここ

に, grP
r F は F が grP

r Hn
Zan

(Uan, C) に誘導するフィルトレーション.

Corollary 2.4. (1) r ∈ Nに対し,

(2.4.1) hr
Z(U) :=

∞∑
n=0

(−1)n dimC grP
r Hn

Zan
(Uan, Q)

とおくと, (1.1)を満たす.
(2) i, j ∈ Nに対し, hij

Z (U) :=
∑∞

n=0(−1)n dimC hij(grP
r Hn

Zan
(Uan, C)) とおくと,

(1.3)を満たす.

実際, (性質 1)は (2.2)から従い, (性質 2)は切除系列

· · · −→ Hn
Zan

(Uan, Q) −→ Hn
Z′

an
(Uan, Q) −→ Hn

Uan\Z′
an

((Uan\Zan), Q) −→ Hn+1
Zan

(Uan, Q) −→ · · ·

が重みフィルトレーションに関し, 厳密完全 (上の系列の各項の各重みフィルトレーショ
ンをとっても, 完全)より従う. また, (性質)は Hodge分解から明らか.
今後, 簡単のため, closed subscheme Z を忘れることにする. また, (1.1), (1.3)に登

場する不変量も考えないで, もっぱら, 重みフィルトレーションと傾きフィルトレーショ
ンと呼ばれるフィルトレーションのみに興味を持つことにする (cf. (1.0.1)). (正標数の
体では Hodgeフィルトレーションに対応するフィルトレーションは一般に存在しない
と思われていて, 代わりに傾きフィルトレーションを考える. ）

3 基礎体が有限体でコホモロジーが l進コホモロジーのと
き.

このセクションでは, 簡単のため, 基礎体 κは (代数閉体ではないが)有限体 Fq とする
(実は, このセクションの “重み” に関する結果は基礎体が有限体でなくても成立する
(cf. [G])；特殊化の議論によって, 有限体の場合に帰着できる). Fqを Fqの代数閉包とす
る. U を Fqの分離かつ有限型のスキームとする. UFq

:= U ⊗Fq Fqとおく. Hn
et(UFq

, Ql)
(n ∈ N)を l 進エタールコホモロジーとする ((l, q) = 1). F : U −→ U を q冪フロベニ
ウスとする. 射 F は UFq

−→ UFq
を係数拡大によって, 射 (同じ記号 F で表す) を誘導

し, 引き戻し
F ∗ : Hn

et(UFq
, Ql) −→ Hn

et(UFq
, Ql)

を誘導する. このとき, Deligne による Weil 予想の解決 ([D5], [D6]) と de Jong の
alteration に関する定理 ([dJ])により, 次の定理が成立する.
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Theorem-Definition 3.1. F ∗の固有値はQの元で, 勝手な体の埋め込み σ : Q ⊂−→ C
に対し, ある整数 iがあって, |σ(α)| = q

i
2 . このとき, 代数的数 αを qに関する純重み i

であると言う.

この定理より, 次のフィルトレーション P が定義できる.

Definition 3.2. k ∈ Zに対し,

PkHn
et(UFq

, Ql) = {純重み k以下の固有値に対する広義固有空間 }

とおく. P = {Pk}k∈Z はHn
et(UFq

, Ql)の重みフィルトレーションと呼ばれる.

αを qに関する純重み iの代数的数としたとき, Qp(α)の p進付置 vを v(q) = 1と
正規化する. 次のフィルトレーション Filを考える.

Definition 3.3. v(α) ≥ iのとき, αは傾き ≥ iであると言う.

Definition 3.4.

FiliHn
et(UFq

, Ql) = {傾き ≥ iの固有値に対する広義固有空間 }

FilはHn
et(UFq

, Ql)の傾きフィルトレーションと呼ばれる.

以上, 数論的な記述のフィルトレーション P と Filを定義したが, 次のように P は幾何
的な記述もできる.
まず, 次の記号を準備する. 基礎体 κ上の滑らかスキーム X とその上の単純正規

交差因子 DとDの既約成分 {Di}i∈I に対し, D(k) :=
∐

i1,...,ik
Di1 ∩ · · · ∩ Dik

とおく
(i1, . . . , ik は相異なるとする). D(0) をX とする.

U• を U の固有超被覆とする ([D4]), つまり, 自然な射 Un+1 −→ coskU
n (U•≤n)n+1

(n ≥ −1)が固有全射とする. U•は固有滑らかな simplicialスキームX• の開集合で, 補
閉スキームD•は単純正規交差因子とする. このとき, 次のスペクトル系列が存在する.
(3.4.1)

E−k,h+k
1 ((X•, D•)) =

⊕
t≥0

Hh−2t−k
et ((D(t+k)

t )Fq
, Ql)(−(t + k)) =⇒ Hh

et(UFq
, Ql).

DeligneによるWeil予想の解決により, E−k,h+k
1 ((X•, D•))は純重み h + kであること

から, (3.4.1)から誘導されるフィルトレーションは重みフィルトレーションと一致する
ことがわかる.
但し, l進コホモロジーを用いる Filの幾何的記述は不可能と思われる.

4 剛性コホモロジーにおける重みおよび傾きフィルトレー
ション

このセクションで主結果を述べる.
簡単のため, κを標数 p > 0の代数閉体とする. W を κのWitt環とする. K0をW

の分数体とする. σをW の Frobenius写像とする. U を分離かつ κ上有限型のスキー
ムとする. このとき, Berthelotは, 関手性をもつK0 上のベクトル空間である剛性コホ
モロジー Hn

rig(U/K0) (m ∈ N) を定義した ([B2], [B3], [CT]). (Hn
rig(U/K0)は §2の

Hn(Uan, Q), §3の Hn
et(UFq

, Ql)に対応するコホモロジーと思われている. ) まず, ’97,
’02に Berthelot [B3], Große-Klönne [GK]によって, 次の基本的な定理が証明され, ’03
に都築によって, 別証明が与えられた.
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Theorem 4.1 (Berthelot [B3], Große-Klönne [GK], Tsuzuki [T]).

dimK0 Hn
rig(U/K0) < ∞.

次に傾きフィルトレーションについて, 復習する. F : U −→ U を p冪 Frobenius写像
とする. 射 F は引き戻し

F ∗ : Hn
rig(U/K0) −→ Hn

rig(U/K0)

を誘導する (F ∗は σ-linear). Dieudonne-Maninの定理によって, 組 (Hn
rig(U/K0), F )は

(K0[T ]/(T r − ps), T ·) (r, s ∈ Z, r ̸= 0)の形の直和になる. (K0[T ]/(T r − ps), T ·)と同
型な直和成分を傾き s/rという.

Definition 4.2.

FiliHn
rig(U/K0) = {傾き i以上の直和成分の直和 }

FilはHn
rig(U/K0)の傾きフィルトレーションと呼ばれる.

この論説の目標は

(目標 1) Hn
rig(U/K0)の幾何的記述を使って, 重みフィルトレーションと呼ばれる関手

的なフィルトレーションを定義し,

(目標 2) Hn
rig(U/K0)の傾きフィルトレーションの幾何的記述を与えること

にある.
まず, 永田の埋め込み定理を使って, U を κ上の固有スキームのU の中の開集合とし

て,埋め込む. (U•, X•) := (U•, X•)•∈N を (U,U)の固有超被覆とする,つまり, cartesian
な図式

(4.2.1)

U•
⊂−−−−→ X•y y

U
⊂−−−−→ U

で, Xn −→ U (n ∈ N)は固有で, U• −→ U は U の固有超被覆とする. さらに, X• は
κ上滑らかで, simplicial閉部分スキームD•は単純正規交差因子とする. また, さらに,
(X•, D•)は分裂しているとする. つまり, 各 n ∈ Nに対し, (Xn, Dn)の閉かつ開対数ス
キーム (NX

n , ND
n ) が存在し, 自然な射∐

s :
∐

m≤n

∐
s : [n]³[m]

(NX
m , ND

m ) −→ (Xn, Dn)

がスキームの同型射であるとする. このとき, 加藤の対数的クリスタルコホモロジーの
一般論 ([K])より, 対数的クリスタルコホモロジーの複体RΓlog-crys((X•, D•)/W ) が考
えられる. このとき, 次の定理が成立する.

Theorem 4.3 (比較定理). 図式 (4.2.1)に関し, 関手的な同型

(4.3.1) RΓrig(U/K0)
∼−→ RΓlog-crys((X•, D•)/W ) ⊗W K0

が存在する. 特に, 関手的な同型

(4.3.2) Hh
rig(U/K0)

∼−→ Hh
log-crys((X•, D•)/W ) ⊗W K0 (h ∈ N)

が存在する.
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Remark 4.4. (1) C上のときと大きく違って, 剛性コホモロジーと対数クリスタルコホ
モロジーという異なったコホモロジーを比較していることにまず, 注意されたい. 比較
定理により, 対数的クリスタルコホモロジーに関する結果を使って, 剛性コホモロジー
に関する結果を導くことができる. 例えば, Künneth公式など ([Nakk2]).

(2) 実は, (4.3) だけなら, (X•, D•) の分裂性を仮定しなくても, 成立する. 但し,
(X•, D•)の分裂性を仮定しないと, 現在のところ, Künneth公式と重みの両立性の証明
には役立たない.

(3) (4.3) および (2) は de Jongの予想 ([dJ])

「Hh
log-crys((X•, D•)/W ) ⊗W K0は U/κにしか依らない」

の解決になっている. もっと, 強く複体 RΓlog-crys((X•, D•)/W ) ⊗W K0は U/κにしか
依らないことがわかる.

(4) [AB]において, Andreattaと Barbieri-Vialeは p ≥ 3で augmentation射 X0 \
D0 −→ Uがgenerically etale (X•の分裂性は仮定しない. )のとき, H1

log-crys((X•, D•)/W )
が (X•, D•)の取り方によらないことを示している.

(5) 志甫は [S]において, 次のことを示していた. Y を κ上固有滑らかなスキームと
して, E を Y 上の正規単純交差因子とし, V := Y \ E としたとき, 関手的な同型

(4.4.1) Hh
rig(U/K0)

∼−→ Hh
log-crys((Y,E)/W ) ⊗W K0

が存在する.
(4.3)の証明は都築の固有降下 ([T])を使って, 上の志甫の定理に帰着することにあ

る. (4.3)の証明のポイントは射 (4.3.1)をつくることにある.

(4.3)より, 剛性コホモロジーHh
rig(U/K0)は対数的クリスタルコホモロジーと解釈

されたので, Poincaré留数を使って, 次のスペクトル系列を得る.
(4.4.2)
E−k,h+k

1 ((X•, D•)/K0) =
⊕
t≥0

Hh−2t−k
crys (D(t+k)

t /W )(−(t+k))⊗W K0 =⇒ Hh
rig(U/K0).

(4.4.2)を Hh
rig(U/K0)の重み系列と呼ぶ. Hh

rig(U/K0)の重み系列に関し, 次の基本的
な定理が成立する.

Theorem 4.5 (E2-退化). 重み系列は E2 退化する.

この定理の証明は結局は κが有限体のときに帰着し, DeligneによるWeil予想の解決
に帰着するのだが, その帰着のさせ方が Ogus の収束 F -クリスタルの理論 ([O1]) や
Berthelot-Ogus同型等を使って, 非自明である. この定理を使って, 次の重要な定理を
得る.

Theorem-Definition 4.6. (1) P を (4.4.2)から定まる Hh
rig(U/K0)のフィルトレー

ションとすると, P は U/κにしかよらない. P をHh
rig(U/K0) の重みフィルトレーショ

ンという.
(2) P は射の引き戻しに関し, 狭両立する.

この定理の証明も結局は κが有限体のときに帰着し, DeligneによるWeil予想の解決に
帰着するのだが, その帰着のさせ方は非自明である.

Remark 4.7. (1) (4.6)は de Jongの予想の重みフィルトレーション版とみなすことが
できる.

(2) P に関し, 様々な基本的な性質が ([Nakk2])で示されている.
(3) U が κ上の滑らかなスキームに埋め込めるとき, コンパクトサポート剛性コホ

モロジーHh
rig,c(U/K0)にも重みフィルトレーションが定義されることが [Nakk2]で示

されている. その系として, [G]に載っている Serreの予想, および, Grothendieckの予
想も正標数の完全体上, 解決することができる.
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次にHh
rig(U/K0)の傾きフィルトレーションに関する基本的な結果を述べる. Bloch-

Illusieの比較定理の simplicial対数版の定理 ([HK], [Nakk1]) より, 標準同型

(4.7.1) Hh
log-crys((X•, D•)/W ) ∼−→ Hh(X•, WΩ•

X•
(log D•)) (h ∈ N)

を得る. ここに, WΩ•
X•

(log D•)は対数的 de Rham-Witt複体 ([HK]). コホモロジー
Hh(X•,WΩ•

X•
(log D•))には次の傾きスペクトル系列と呼ばれるスペクトル系列が存

在する.

Ei,h−i
1 = Hh−i(X•,WΩi

X•
(log D•)) =⇒ Hh(X•,WΩ•

X•
(log D•))

誘導されるフィルトレーション Filを傾きフィルトレーションと言う. このスペクトル
系列はmodulo torsionで E1 退化する. さらに, 次の傾き分解が成立する.

h⊕
i=0

Hh−i(X•,WΩi
X•

(log D•)) ⊗W K0 = Hh(X•,WΩ•
X•

(log D•)) ⊗W K0.

各直和因子Hh−i(X•, WΩi
X•

(log D•))⊗W K0は (Hh(X•,WΩ•
X•

(log D•))⊗W K0)[i,i+1)

と解釈される. ここに, [i, i+1)は傾き i以上, i+1より小を表す. 以上まとめて, (4.3.2)
を使うことによって,

Theorem 4.8 (傾き分解).

(4.8.1) Hh
rig(U/K0) =

h⊕
i=0

Hh−i(X•,WΩi
X•

(log D•)) ⊗W K0

であり,

(4.8.2) Hh−i(X•,WΩi
X•

(log D•)) ⊗W K0 = Hh
rig(U/K0)[i,i+1).

(4.8) により, Hh
rig(U/K0) の傾きフィルトレーションの幾何的記述が得られ, 他方で,

Hh−i(X•,WΩi
X•

(log D•)) ⊗W K0 が U/κ にしか依らないことがわかる. これは de
Jongの予想の精密化とも見れる.
ところで, Berthelot-Bloch-Esnault は次の定理を証明した.

Theorem 4.9 ([BBE]). X を κ上の固有スキームとする. このとき関手的な同型

(4.9.1) Hh
rig(X/K0)[0,1)

∼−→ Hh(X,W (OX)) ⊗W K0 (h ∈ N)

が存在する.

(4.8.2)と (4.9.1)を合わせることにより, W (OX) modulo torsionの固有降下とも言う
べき次の系を得る.

Corollary 4.10. X を κ上の固有スキームとし, X•をX の固有超被覆で, X•を滑ら
かとする. このとき関手的な同型

(4.10.1) Hh(X,W (OX)) ⊗W K0
∼−→ Hh(X•,W (OX•)) ⊗W K0 (h ∈ N)

が存在する.

実は (4.10)の記号の下, 自然な射

(4.10.2) Hh(X,W (OX)) −→ Hh(X•,W (OX•)) (h ∈ N)

は一般に同型にならない. (4.10)に得も言われない不思議さを感じるのは筆者だけであ
ろうか？

Remark 4.11. 最近, LangerとKedlayaの学生（名前を覚えていません, すいません.
）は X が滑らかのとき, X の overconvergent de Rham-Witt複体を定義し, 剛性コホ
モロジーをその複体の超コホモロジーによって, 解釈したと announceした. この結果
より, 傾きが高いときの部分も (4.10)の類似の結果が期待される.
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5 Theory of Hodge II

前のセクションで主結果たちとその非常におおまかな証明の方針をのべたが, 実際に
は, 証明の道のりはかなり長い. 主結果たちの証明は哲学的には, 複素数体上の Hodge-
Deligne の [D3], [D4]の理論を手本として, それを p 進的に解釈して証明を遂行する.
[D2]に習って, 次の [D3]に対応する表をあげるにとどめて, この論説を終えることにす
る. このセクションの表は志甫との共同研究である ([NS1], [NS2]).

(X,D)を C上の, あるいは, 標数 p > 0の完全体上の滑らかスキームと単純正規交
差因子の組とする. U をX 内のDの補開スキーム, j : U

⊂−→ X を自然な開埋め込みと
する. a(k) : D(k) −→ X (k ∈ N)を自然な射とする.
次の表は Grothendieckによる代数, 幾何, 解析を統一するプロジェクトを思い出さ

せる ([G]):
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(5.0.1)
/C crystal

空間,トポア 1 Uan, (Xan, Dan)log

˜(Xan, Dan)
log

et ([IKN]) ˜((X,D)/W )logcrys, ˜((X,D)/W )logconv

空間,トポア 2 Xan, X̃an
˜(X/W )crys, ˜(X/W )conv

射 1 jan : Uan
⊂−→ Xan

ϵtop : (Xan, Dan)log −→ Xan,

ϵan : ( ˜(Xan, Dan))loget −→ X̃an ϵcrys
(X,D)/W : ˜((X,D)/W )logcrys

−→ ˜(X/W )crys,

ϵconv
(X,D)/W : ˜((X,D)/W )logconv

−→ ˜(X/W )conv

射 2 Xan −→ X ucrys
X/W : (X̃/W )Rcrys

QX/W−→ (X̃/W )crys

ucrys
X/W−→ X̃zar

uconv
X/W : (X̃/W )conv −→ X̃zar

層 1 Z(Xan,Dan)log

Ẑ(Xan,Dan)logan
, Ẑ ˜(Xan,Dan)loget

(n ∈ Z) O(X,D)/W ∈ ˜((X,D)/W )logcrys

層 1′ Q(Xan,Dan)log K(X,D)/W ∈ ˜((X,D)/W )logconv

層 2 ZXan

ẐXan OX/W ∈ ˜(X/W )crys

Ẑ
D

(k)
an

OD(k)/W ∈ ˜(D(k)/W )crys

層 2′ QXan KX/W ∈ ˜(X/W )conv

Q
D

(k)
an

KD(k)/W ∈ ˜(D(k)/W )conv

層 3 Rjan∗(Z) = Rϵtop∗(Z) ([KN]) Rϵcrys
(X,D)/W∗(O(X,D)/W )

層 3′ Rjan∗(Q) = Rϵtop∗(Q) Rϵconv
(X,D)/W∗(K(X,D)/W )

純粋性 Rkjan∗(Z) = Rkϵtop∗(Z) = a
(k)
∗ (Z

D
(k)
an

)(−k) Q∗
X/W Rkϵ(X,D)/W∗(O(X,D)/W )

= Q∗
X/W a

(k)
crys∗(OD(k)/W )(−k),

Rkϵconv
(X,D)/W∗(K(X,D)/W )

= a
(k)
conv∗(KD(k)/W )(−k)

フィルト (Ω•
Xan/C(log Dan), τ) (CRcrys(O(X,D)/W ), τ)

レーション = (Ω•
Xan/C(log Dan), P ) = (CRcrys(O(X,D)/W ), P ),

付き de Rham (Cconv(K(X,D)/W ), τ)
(Zariski, = (Cconv(K(X,D)/W ), P )
クリスタル)
複体 (Ω•

X/C(log D), P ) (Czar(O(X,D)/W ), P ),
(Cisozar(K(X,D)/W ), P ),
(WΩ•

X(log D), P ) [M1], [M2]

記号の説明をする.

まず, 左の列から.

(Xan, Dan)log : [KN]で定義された (Xan, Dan)の実ブローアップで, ϵtopは [loc. cit.]で
τ と記述されている自然な位相空間としての射.
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我々の上の τ : [D3]以来広く使われている標準フィルトレーション.

( ˜(Xan, Dan))loget : [IKN]で定義された解析的対数エタールトポス.

X̃an : Xan の局所同型によって, 定義されるトポス.

ϵan: 対数構造を忘れる自然な射.

次に, 右の列から.

˜((X,D)/W )logcrys: 対数クリスタルトポス ([K])

˜(X/W )crys : X/W のクリスタルトポス ([BO1]).

˜((X,D)/W )logconv: (X,D)/W の対数収束トポス ([S]).

˜(X/W )conv: X/W の収束トポス ([O2]).

ϵcrys
(X,D)/W と ϵconv

(X,D)/W : Dから定まる対数構造を忘れる射.

˜(X/W )Rcrys: X/W の制限クリスタルトポス ([B1]).

QX/W : (X̃/W )Rcrys −→ (X̃/W )crys : Q∗
X/W が制限となるトポスの射 ([B1]).

ucrys
X/W : (X̃/W )crys −→ X̃zar : クリスタルトポスからザリスキトポスへの射影 ([B1],

[BO1]).

uconv
X/W : (X̃/W )conv −→ X̃zar : 収束トポスからザリスキトポスへの射影 ([O2]).

O(X,D)/W など: 各トポスでの構造層.

K(X,D)/W など: (各トポスでの構造層)⊗ZQ.

純粋性については, 微妙な注意を要する. まず, [B1] で指摘されているように, D
が滑らか因子のとき, Rkjcrys∗(OU/W ) (k ≥ 1) は消えてしまうので, 開写像 j に対
する純粋性は期待できない. そこで, 素朴に Rkϵ(X,D)/W∗(O(X,D)/W ) に対する純粋
性は期待したくなるが, k = 0 のとき, 一般に, OX & ϵ(X,D)/W∗(O(X,D)/W ) より,
Rkϵ(X,D)/W∗(O(X,D)/W )に対する純粋性は不成立 (クリスタルは病的性質をもつこと
がわかる. 悪いことではなく, そういうものである）で, 上の表にあるように制限クリス
タルトポス内でやっと, 純粋性が成立する. 但し, 制限クリスタルトポスは, [B1]で指摘
されているように関手性が成立しないので, 扱いには慎重さを要する. ところが, トー
ジョンを無視した対数収束トポスの構造層では, 純粋性が成立し, 対数収束トポスの関
手性も成立するので, 病的現象が起こらず, 明快である.

(CRcrys(O(X,D)/W ), P ) ∈ D+F(Q∗
X/W (OX/W )) の定義を簡単に述べる. (X,D)が

Spf(W )上の単純正規交差付き滑らかスキーム (X ,D) への厳密埋め込みを持つときは,

(CRcrys(O(X,D)/W ), P ) =(Q∗
X/W LX/W (Ω•

X/W (logD)),

{Q∗
X/W LX/W (PkΩ•

X/W (logD))}k∈Z).

LX/W はOX -modulesに対する線型化関手 ([B1], [BO1, §6]). 上の埋め込みを持たない
ときは, (X,D)のアファイン被覆を考えて, 局所的に厳密埋め込み (正確にはDの既約
成分を増やさない厳密埋め込み (admissible immersionと呼ばれる ([NS1]))を作って,
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cosimplicialフィルタード複体を下に導来順像で X に落とす (ここで, 制限クリスタル
トポスの関手性が不成立なので, いくらかの注意を必要とする).

(Cconv(K(X,D)/W ), P ) ∈ D+F(KX/W )は (CRcrys(O(X,D)/W ), P )の収束バージョン.
f : X −→ Spf(W )を構造射とする. (Czar(O(X,D)/W ), P ) ∈ D+F(f−1(OW ))は, 上

の埋め込みを持つ場合は

(Czar(O(X,D)/W ), P ) ≅ (OD ⊗OX Ω•
X/W (logD), {OD ⊗OX PkΩ•

X/W (logD)}k∈Z).

ここに, Dは (Spf(W ), pW, canonical PD-structure)上のX
⊂−→ X の PD-包洛.

(Cisozar(K(X,D)/W ), P )は (Czar(O(X,D)/W ), P )の定義でDを普遍対数 enlargement
に換えて定義される.

(Czar(O(X,D)/W ), P ) と Mokrane によるフィルタード de Rham-Witt 複体 ([M1],
[M2]) (WΩ•

X(log D), P )には次の関係がある.

Theorem 5.1 (比較定理). フィルター付き導来圏D+F(f−1(W )) において, 標準同型

(Czar(O(X,D)/W ), P ) ∼−→ (WΩ•
X(log D), P )

がある.

実は, (CRcrys(O(X,D)/W ), P ), (Czar(O(X,D)/W ), P )は一般の PD-scheme上定義するこ
とが可能で,たとえ,この論説のように,基礎スキームがWitt環でも特殊化等の議論で一
般のPD-scheme上での議論が必要となる. (Mokraneによるフィルタードde Rham-Witt
複体はW 上しか構成されていない. ）(Cconv(K(X,D)/W ), P ), (Cisozar(K(X,D)/W ), P )
も Ogusの意味での p進形式スキーム ([O1])上で定義される. また, 次の比較定理も
[NS2]で証明されている.

Theorem 5.2 (比較定理). フィルター付き導来圏D+F(f−1(K0)) において, 標準同型

(Czar(O(X,D)/W ), P ) ⊗W K0
∼−→ (Cisozar(K(X,D)/W ), P )

がある.

まだまだ, [NS1], [NS2]で得られている結果があるが, この辺で筆をおきたい. 以
上, [NS1]の結果を simplicial版にして, さらに, 都築の固有降下, 志甫の比較同型を使っ
て, 前セクションの結果を得るのだが, 長くなるので, 筆をおく. 興味のある方は [NS1],
[Nakk2]を読んでいただけるとたいへんありがたい.

References

[AB] Andreatta, F., Barbieri-Viale, L. Crystalline realizations of 1-motives.
Math. Ann. 331, (2005), 111-172.

[B1] Berthelot, P. Cohomologie cristalline des schémas de caractéristique p > 0.
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