
On the crystal of Lakshmibai–Seshadri paths of

a level-zero weight shape

内藤 聡 (Satoshi NAITO)

筑波大学 数学系

Institute of Mathematics,
University of Tsukuba

naito@math.tsukuba.ac.jp

佐垣 大輔 (Daisuke SAGAKI)

筑波大学 数学系

Institute of Mathematics,
University of Tsukuba

sagaki@math.tsukuba.ac.jp

1 Lakshmibai-Seshadri パスの成すクリスタル.

先ず, Lakshmibai-Seshadri パス (LS パス) と, それらの成すクリスタルについて復習す
る. 詳細については, [L1] – [L3] 等を参照されたい. なお, [L1] や [L2] では g が (一般
の) Kac-Moody リー環の場合に LS パスの概念を導入しているが, ここでは簡単の為 g が
simply-laced な (複素) 有限次元単純リー環の場合に説明する.1

1.1 記号. このセクションで使用する基本的な記号をまとめておく (詳細については,
[T, 第３章及び第５章] 等を参照).

g : simply-laced, finite-dimensional simple Lie algebra/C,
h ⊂ g : Cartan subalgebra,
Π∨ =

{
hj

}
j∈I

⊂ h : simple coroots, Π =
{
αj

}
j∈I

⊂ h∗ : simple roots,
∆ : root system of g, ∆+ ⊂ ∆ : positive roots{
Λj

}
j∈I

⊂ h∗ : fundamental weights (i.e., Λj(hk) = δjk for k ∈ I),
P :=

⊕
j∈I ZΛj : integral weight lattice,

P+ :=
∑

j∈I Z≥0Λj : dominant integral weights,
rj ∈ GL(h∗) : simple reflection with respect to αj ,
W = 〈rj | j ∈ I〉 ⊂ GL(h∗) : Weyl group of g,
Uq(g) : quantized universal enveloping algebra/C(q) associated to g.

1.2 Lakshmibai-Seshadri パス. Integral weight λ ∈ P を fix する.

Definition 1.2.1. µ, ν ∈ Wλに対して,以下の条件を満たすWλの元の列µ0, µ1, . . . , µk

(µ0 = µ, µk = ν) と positive root の列 ξ1, ξ2, . . . , ξk ∈ ∆+ が存在するとき, µ > ν と定
める: k ≥ 1 であり, l = 1, 2, . . . , k に対して, µl = rξl

µl−1 かつ µl−1(ξ∨l ) < 0 が成立す
る. ここで, positive root ξ ∈ ∆+ に対して, rξ ∈ W は ξ に関する reflection を表し, ξ∨

は ξ の dual root を表す. µ > ν であるとき, 上の条件を満たす列のうち最長のものの長
さ k を dist(µ, ν) で表すことにする.

1一般の Kac-Moody リー環の場合でも, LS パスや root operator (§1.3 参照) の定義は, ここで述べるも
のとほぼ同様である. また, このセクションで述べる LS パスに関する事実・定理は, g が一般の Kac-Moody
リー環の場合でも成立する. (アフィン・リー環の場合については §2.2 参照.)
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Example 1.2.2. g を A2 型とし (即ち, g = sl3(C)), θ := α1 + α2 ∈ ∆+ と置く (highest
root; θ∨ = h1 + h2 に注意). また, w0 = r1r2r1 = r2r1r2 ∈ W と置く (longest element).

g の Weyl 群 W ∼= S3 は, R3 の標準 (正規直交) 基底の集合
{
ε1, ε2, ε3

}
上に次の様に

置換として作用する (e は W の単位元である):

e =

(
1 2 3
1 2 3

)
, r1 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, r2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

r1r2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, r2r1 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, w0 = rθ =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

このことを踏まえて, λ = 4Λ1 + 2Λ2 = 6ε1 + 2ε2 のときに, Wλ 上の (Bruhat) order >

についての Hasse 図を描くと次の様になる.

w0λ = 2ε2 + 6ε3

r2r1λ = 2ε1 + 6ε3

r1λ = 2ε1 + 6ε2

λ = 6ε1 + 2ε2

r2λ = 6ε1 + 2ε3

r1r2λ = 6ε2 + 2ε3

r1 r2

r2 r1

r1 r2

rθ rθ

従って, 例えば dist(r1r2r1λ, λ) = 3 となる.

Definition 1.2.3. 0 < σ < 1 を有理数とし, µ, ν ∈ Wλ, µ > ν とする. (µ, ν) に対す
る σ-chain とは, 以下を満たす Wλ の元の列 µ = µ0 > µ1 > · · · > µk = ν のことであ
る: k ≥ 1 であり, l = 1, 2, . . . , k に対して, dist(µl−1, µl) = 1 かつ µl−1(ξ∨l ) ∈ σ−1Z<0

が成立する. ここで, ξl ∈ ∆+ は µl = rξl
µl−1 を満たす唯１つの positive root である

(µl−1 > µl, 及び, dist(µl−1, µl) = 1 に注意).

Example 1.2.4. Example 1.2.2 の場合を考える.

(1) (r1λ)(h1) = −4 なので, (r1λ, λ) には, 1
4 -chain, 1

2 -chain, 3
4 -chain が存在する (µ0 =

r1λ, µ1 = λ, ξ1 = α1).

(2) (w0λ)(h2) = −4, (r1r2λ)(θ∨) = −2 なので, (w0λ, r1λ) には 1
2 -chain が存在する

(ν0 = w0λ, µ1 = r1r2λ, µ2 = r1λ, ξ1 = α2, ξ2 = θ).

Definition 1.2.5. Wλ の元の列 ν : ν1, ν2, . . . , νs と有理数の列 σ : 0 = σ0 < σ1 <

· · · < σs = 1 の組 π = (ν ; σ) が以下の条件 (LS) を満たすとき, π を shape λ の
Lakshmibai–Seshadri パス (略して LS パス) と呼ぶ.
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(LS) ν1 > ν2 > · · · > νs であり, 全ての u = 1, 2, . . . , s − 1 について,
(νu, νu+1) に対する σu-chain が存在する.

B(λ) で shape λ の LS パス全体の集合を表す.

Example 1.2.6. Example 1.2.2 の場合を考える. Example 1.2.4 における計算結果によ
り, 以下は shape λ の LS パスである (ウエイトの定義は (1.2.1) と §1.3 参照):

(
w0λ, r1λ ; 0,

1
2
, 1

)
(ウエイトは ε1 + 4ε2 + 3ε3);

(
r1λ, λ ; 0,

1
4
, 1

)
(ウエイトは 5ε1 + 3ε2);

(
r1λ, λ ; 0,

1
2
, 1

)
(ウエイトは 4ε1 + 4ε2);

(
r1λ, λ ; 0,

3
4
, 1

)
(ウエイトは 3ε1 + 5ε2);

(
w0λ, r1λ, λ ; 0,

1
2
,

3
4
, 1

)
(ウエイトは 2ε1 + 3ε2 + 3ε3).

この様にして shape λ の LS パスを全て求めると, #B(λ) = 60 であることが分かる. こ
れは, 例えば Weyl の次元公式から分かる様に, 最高ウエイト λ の有限次元既約最高ウエ
イト g-加群の次元に等しい (Theorem 1.4.2 参照).

以下では, LS パスを, 次のルールにより [0, 1] から h∗R := R⊗Z P への区分的に線形で
連続な写像 (即ち, h∗R における折れ線) とみなす. Example 1.2.6 で与えた例

π =
(

w0λ, r1λ, λ ; 0,
1
2
,

3
4
, 1

)
∈ B(λ)

を使って説明する.

Example 1.2.7. 先ず, t = 0 から t = 1
2 までは w0λ を方向ベクトルとして進む:

π(t) = t(w0λ), 0 ≤ t ≤ 1
2
.

次に, t = 1
2 の所で方向転換し, (t = 1

2 から) t = 3
4 までは r1λ を方向ベクトルとして進む:

π(t) =
1
2
w0λ +

(
t− 1

2

)
r1λ,

1
2
≤ t ≤ 3

4
.

最後に, t = 3
4 の所で方向転換し, (t = 3

4 から) t = 1 までは λ を方向ベクトルとして進む:

π(t) =
1
2
w0λ +

(
3
4
− 1

2

)
r1λ +

(
t− 3

4

)
λ,

3
4
≤ t ≤ 1.
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π(0) = 0

w0λ

π(1
2)

r1λ
π(3

4)

λ

π(1)

一般の π ∈ B(λ)に対応する区分的に線形で連続な写像 π : [0, 1] → h∗R は,以下の (1.2.1)
で与えられる:

π = (ν ; σ) ∈ B(λ),





ν : ν1, ν2, . . . , νs,

σ : 0 = σ0 < σ1 < · · · < σs = 1,

に対して,

π(t) =
u−1∑

u′=1

(σu′ − σu′−1)νu′ + (t− σu−1)νu

(σu−1 ≤ t ≤ σu, 1 ≤ u ≤ s).

(1.2.1)

1.3 B(λ) 上のクリスタル構造. 先ず, クリスタルの公理を復習する. 詳細については,
[HK, §4.5] 等を参照されたい.

Definition 1.3.1. 集合 Bが (P を weight latticeとする)クリスタル (crystal)であるとは,
以下の条件を満たす写像 wt : B → P , ej , fj : B → B∪{0} (j ∈ I), εj , ϕj : B → Z∪{−∞}
(j ∈ I) が与えられていることである. ここで, 0 は B に含まれないある形式的な元であ
り, −∞ は a + (−∞) = (−∞) + a = −∞ (a ∈ Z) を満たす Z ∪ {−∞} の最小元である:

(1) 全ての b ∈ B と j ∈ I について, εj(b) = εj(b) + (wt(b))(hj) が成り立つ.

(2) b ∈ B, j ∈ I とする. もし, ejb ∈ B であれば, wt(ejb) = wt(b) + αj が成り立つ. 又,
もし fjb ∈ B であれば, wt(fjb) = wt(b)− αj が成り立つ.

(3) b ∈ B, j ∈ I とする. もし, ejb ∈ B であれば, εj(ejb) = εj(b)−1, ϕj(ejb) = ϕj(b)+1
が成り立つ.

(4) b ∈ B, j ∈ I とする. もし, fjb ∈ B であれば, εj(fjb) = εj(b)+1, ϕj(fjb) = ϕj(b)−1
が成り立つ.

(5) b, b′ ∈ B, j ∈ I とする. このとき, fjb = b′ であることと, b = ejb
′ であることは同

値である.

(6) b ∈ B, j ∈ I とする. もし εj(b) = −∞ であれば, ejb = fjb = 0 である.

B がクリスタルであるとき, b ∈ B に対して wt(b) ∈ P を b の ウエイト (weight) と呼
ぶ. 又, ej , fj : B → B ∪ {0} (j ∈ I) を B 上の Kashiwara operator と呼ぶ.
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λ ∈ P とする. Shape λ の LS パス全体の集合 B(λ) は, 次の様にしてクリスタルにな
ることが知られている.

Weights. [L2, Lemma 4.5 a)] により, π ∈ B(λ) ならば π(1) ∈ P である. そこで,
wt : B(λ) → P を wt(π) := π(1), π ∈ B(λ), により定める.

Kashiwara operators. Littelmann によって導入された root operator ej , fj , j ∈ I,
が, クリスタルの公理における Kashiwara operator の役割を果たす: π ∈ B(λ) と j ∈ I

を fix し,

H(t) := (π(t))(hj) (t ∈ [0, 1]), m := min
{
H(t) | t ∈ [0, 1]

}
,

と置く.

Fact 1.3.2 ([L2, Lemma 4.5 d)]). 関数 H(t) の極小値は全て整数である. 従って, m は 0
以下の整数であり, H(1)−m は 0 以上の整数である.

先ず, (raising) root operator ej , j ∈ I, の定義を述べる. m = 0 の場合は, ejπ := 0 と
定める. そして m ≤ −1 の場合は,

(ejπ)(t) :=





π(t) (0 ≤ t ≤ t0 のとき),

rj, m+1(π(t)) (t0 ≤ t ≤ t1 のとき),

π(t) + αj (t1 ≤ t ≤ 1 のとき),

と定める. 但し,

t1 := min
{
t ∈ [0, 1] | H(t) = m

}
, t0 := max

{
t ∈ [0, t1] | H(t) = m + 1

}
,

であり, 各 k ∈ Z に対して, rj, k は h∗R 内の超平面 Hj, k :=
{
µ ∈ h∗R | µ(hj) = k

}
に関す

る reflection である:

Hj,m+1Hj,m

rj,m+1
0

t0t1

π ejπ
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Example 1.3.3. Example 1.2.2 の場合を考える.

π =
(

w0λ, r1λ, λ ; 0,
1
2
,

3
4
, 1

)
∈ B(λ)

に e2 を作用させる (Examples 1.2.6, 1.2.7 参照). Example 1.2.7 より

H(t) = (π(t))(h2) =





−4t (0 ≤ t ≤ 1
2 のとき),

−2 + 6t (1
2 ≤ t ≤ 3

4 のとき),

−1
2 + 2t (3

4 ≤ t ≤ 1 のとき),

である. よって,

m = min
{
H(t) | t ∈ [0, 1]

}
= −2,

t1 = min
{
t ∈ [0, 1] | H(t) = m

}
=

1
2
,

t0 = max
{
t ∈ [0, t1] | H(t) = m + 1

}
=

1
4
,

となる. 従って,

e2π =
(

w0λ, r2r1λ, r1λ, λ ; 0,
1
4
,

1
2
,

3
4
, 1

)

となる. さらに, e2π ∈ B(λ) であることも分かる.

次に, (lowering) root operator fj , j ∈ I, であるが, H(1) −m = 0 の場合は, fjπ := 0
と定め, H(1)−m ≥ 1 の場合は,

(fjπ)(t) :=





π(t) (0 ≤ t ≤ t0 のとき),

rj, m(π(t)) (t0 ≤ t ≤ t1 のとき),

π(t)− αj (t1 ≤ t ≤ 1 のとき),

と定める. 但し,

t0 := max
{
t ∈ [0, 1] | H(t) = m

}
, t1 := min

{
t ∈ [t0, 1] | H(t) = m + 1

}
.

Hj,m+1Hj,m

rj,m
0

t0

t1

fjπ π

6



Theorem 1.3.4 ([L2, §2 及び §4]). 任意の π ∈ B(λ) と j ∈ I に対して, ejπ, fjπ ∈
B(λ) ∪ {0} が成り立つ. さらに, π ∈ B(λ) と j ∈ I に対して

εj(π) := max
{
n ≥ 0 | en

j π 6= 0
}
, ϕj(π) := max

{
n ≥ 0 | fn

j π 6= 0
}
,

と定めると,
(
B(λ), ej , fj (j ∈ I), εj , ϕj (j ∈ I), wt

)
は, P を weight lattice とするクリ

スタルとなる.

1.4 クリスタル B(λ) に関する諸定理. 先ず, 次のことに注意する.

Remark 1.4.1. LS パスの定義から, 以下のことが容易に分かる:

「λ ∈ P , w ∈ W とする. このとき, 集合として B(λ) = B(wλ) が成り立つ.」

従って, 特に g が (複素) 有限次元単純リー環の場合には, 任意の integral weight λ ∈ P

は dominant integral weight と W -conjugate なので, shape λ の LS パス全体の成すクリ
スタル B(λ) の研究は, λ が dominant integral weight の場合に帰着される.

[L1], [L2] において, Littelmann は以下の定理を示した.

Theorem 1.4.2. λ ∈ P+ とする. このとき,
∑

π∈B(λ)

e(wt(π)) = chL(λ)

が成立する. ここで, L(λ) は最高ウエイト λ の有限次元既約最高ウエイト g-加群であり,
chL(λ) は L(λ) の character を表す.

次の定理は, Theorem 1.3.4 と Theorem 1.4.2 を根拠として Littelmann によって予想
され, Kashiwara [Kas2, Theorem 4.1] と Joseph [J, Corollary 6.4.27] により独立に証明
された (結晶基底に関しては [HK, Chapter 4] を参照されたい).

Theorem 1.4.3. λ ∈ P+ とする. このとき, B(λ) は Uq(g) 上の有限次元既約最高ウエイ
ト加群 V (λ) の結晶基底 B(λ) と, クリスタルとして同型である.

2 量子アフィン代数の extremal weight module に対するパス模型.

このセクションと次のセクションで, 我々が [NS1] – [NS5] において得た結果を紹介する.
以下では, 簡単の為 g を simply-laced な (nontwisted) アフィン・リー環とする.

2.1 記号. このセクションと次のセクションで使用する基本的な記号をまとめておく.
(詳細については [T, 第４章及び第５章], [Kac, §6 及び §7], [HK, §10.1] 等を参照された
い. ここでの simple roots の numbering は [T, 第４章及び第５章] に従っている. また,
integral weight lattice の取り方は [HK, §10.1] に従っている.)

g : simply-laced (nontwisted) affine Lie algebra/C,
h ⊂ g : Cartan subalgebra,
Π∨ :=

{
hj

}
j∈I

⊂ h : simple coroots, Π :=
{
αj

}
j∈I

⊂ h∗ : simple roots,
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c =
∑

j∈I a∨j hj ∈ h : canonical central element, δ ∈ h∗ : null root,{
Λj

}
j∈I

⊂ h∗ : fundamental weights,
P =

⊕
j∈I ZΛj ⊕ Zδ : integral weight lattice,

P∨ = HomZ(P, Z) ⊂ h : dual lattice of P ,
P+ =

∑
j∈I Z≥0Λj + Zδ : dominant integral weights,

P− = −P+ : anti-dominant integral weights,
rj ∈ GL(h∗) : simple reflection with respect to αj ,
W = 〈rj | j ∈ I〉 ⊂ GL(h∗) : Weyl group of g,
∆ : root system of g, ∆+ ⊂ ∆ : positive roots,
∆re := WΠ : real roots, ∆re

+ := ∆re ∩∆+ : positive real roots,
Uq(g) = 〈xj , yj , qh | j ∈ I, h ∈ P∨〉 :

quantum affine algebra/C(q) associated to g,
U ′

q(g) = 〈xj , yj , qh | j ∈ I, h ∈ ⊕
j∈I Zhj〉 ⊂ Uq(g) :

quantum affine algebra/C(q) associated to the derived algebra g′ := [g, g].

2.2 Lakshmibai-Seshadri パス — アフィン・リー環の場合. アフィン・リー環の
場合の (shape λ ∈ P の) LS パスの定義は, 有限次元単純リー環の場合の LS パスの定義
(§1.2 参照) において, “positive root” とある所を “positive real root” に変更したもので
ある (Definitions 1.2.1, 1.2.3, 1.2.5 で, ∆+ を ∆re

+ に置き換える). λ ∈ P に対して, shape
λ の LS パス全体の集合を B(λ) で表す. §1 で述べた有限次元単純リー環の場合と同様に,
アフィン・リー環の場合にも以下のことが成り立つ:

(1) π ∈ B(λ) を, (1.2.1) により, 区分的に線形で連続な写像 π : [0, 1] → h∗R := R ⊗Z P

と同一視する. このとき, π(1) ∈ P が成立する (§1.3 の Weights の項参照).

(2) 各 λ ∈ P に対して, B(λ) には, §1.3 と同様の方法でクリスタルの構造が入る; root
operator ej , fj , j ∈ I, の定義は §1.3 と同様であり, wt, εj , ϕj , j ∈ I, も §1.3 と同様に定
める.

ところで, アフィン・リー環の integral weight は中心元 c ∈ h との pairing の値によっ
て, positive level のもの, negative level のもの, そして, level-zero のものの３種類に分類
される:

P =
{
λ ∈ P | λ(c) > 0

}
︸ ︷︷ ︸

(1) positive level

t{
λ ∈ P | λ(c) = 0

}
︸ ︷︷ ︸

(2) level-zero

t{
λ ∈ P | λ(c) < 0

}
︸ ︷︷ ︸

(3) negative level

.

Fact 2.2.1. λ ∈ P が positive level (resp., level-zero, negative level)なら, Wλの元は全て
positive level (resp., level-zero, negative level) である. さらに, Wλ は dominant integral
weight (resp., level-zero dominant integral weight, anti-dominant integral weight) を唯
１つ含む. ここで, λ ∈ P が level-zero dominant であるとは,

λ(c) = 0, λ(hj) ∈ Z≥0 (j ∈ I0 := I \ {0})

が成り立つことである.
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アフィン・リー環の場合にも, 任意の λ ∈ P と w ∈ W に対して等式 B(wλ) = B(λ) が
成り立つことが容易に分かるので, Fact 2.2.1 により, shape λ ∈ P の LS パス全体の成す
クリスタル B(λ) の研究は

(1) λ が dominant integral weight の場合,
(2) λ が level-zero dominant integral weight の場合,
(3) λ が anti-dominant integral weight の場合,

の３つの場合に帰着される (Remark 1.4.1 で述べた有限次元単純リー環の場合と比較され
たい！). このうち, λ が dominant (resp., anti-dominant) の場合については, LS パスの
成すクリスタル B(λ) は, 最高ウエイト (resp., 最低ウエイト) λ の可積分な既約最高ウエ
イト (resp., 最低ウエイト) Uq(g)-加群 V (λ) の結晶基底 B(λ) と, クリスタルとして同型
になることが知られている (Theorem 1.4.3 参照). そこで,

λ ∈ P が level-zero dominant の場合

が問題になる！
各 i ∈ I0 = I \ {0} に対して,

$i := Λi − a∨i Λ0 ∈ P

と置く. このとき,明らかに$i は level-zeroであり,任意の i, j ∈ I0 に対して$i(hj) = δij

が成立する. 又, 勝手な level-zero dominant integral weight は以下の形をしていることが
分かる: ∑

i∈I0

mi$i + nδ (mi ∈ Z≥0, i ∈ I0 ; n ∈ Z). (2.2.1)

我々は, 論文 [NS1], [NS3] において, λ = m$i, m ∈ Z≥1, i ∈ I0, である場合には, B(λ)
は extremal weight module の結晶基底と同型であることを示した (Theorem 2.4.1 参照).
一方, λ が (2.2.1) の様な一般の level-zero dominant integral weight の場合には, B(λ) の
クリスタルとしての構造は完全に分かっているのだが (論文 [NS4] の主結果), B(λ) に同
型な結晶基底を持つ (可積分な) Uq(g)-加群が存在するかどうかは今のところ分かっていな
い. (mi 6= 0 となる i ∈ I0 が２個以上ある場合は, B(λ) は extremal weight module の結
晶基底と同型にはならないことが証明できる. 詳細は [NS4, Appendix] 参照.)

2.3 Extremal weight module. 論文 [NS1], [NS3]で得られた結果を述べる為に, (量
子アフィン代数 Uq(g) 上の) extremal weight module について復習する. 詳細については,
[Kas1, §8], [Kas3, §3 及び §5], [N2] 等を参照されたい.

Definition 2.3.1. M を可積分な Uq(g)-加群, v ∈ M をウエイト λ ∈ P の weight vector
とする. v が (ウエイト λ の) extremal weight vector であるとは, Weyl 群 W でパラ
メトライズされたM の weight vector からなる family

{
vw

}
w∈W

で, 以下の条件を満た
すものが存在することである:

(1) w = 1 であれば, vw = v;
(2) n := (wλ)(hj) ≥ 0 ならば, xjvw = 0, かつ y

(n)
j vw = vrjw;

(3) n := (wλ)(hj) ≤ 0 ならば, yjvw = 0, かつ x
(−n)
j vw = vrjw.
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ここで, j ∈ I と n ∈ Z≥0 に対して

x
(n)
j :=

xn
j

[n]!
, y

(n)
j :=

yn
j

[n]!
,

と定める (いわゆる, q-divided powers). 但し,

[n]! :=
n∏

k=1

[k], [k] :=
qk − q−k

q − q−1
(k ∈ Z),

である.

Remark 2.3.2. Definition 2.3.1 の記号の下で, vw ∈ M はウエイト wλ のweight vector
であることが分かる.

Theorem 2.3.3 ([Kas1, §8]). λ ∈ P とする.

(1) ウエイト λ の extremal weight vector で生成される可積分な Uq(g)-加群の中で
universal なもの V (λ) が存在する. この V (λ) のことを extremal weight λ の extremal
weight module と呼ぶ (λ が level-zero のときは, 以下の Fact 2.3.5 の様な特徴付けも
ある).

(2) V (λ) は結晶基底 B(λ) を持つ.

V (λ) の生成元 (ウエイト λ の extremal weight vector) を vλ で表す. また, vλ に対応
する B(λ) の元を uλ で表す.

Fact 2.3.4 ([Kas1, §8]). (1) λ ∈ P , w ∈ W とする. このとき, V (λ) と V (wλ) の間に
Uq(g)-加群としての自然な同型が存在する. 又, 結晶基底についても, B(λ) と B(wλ) の間
にクリスタルとしての自然な同型が存在する.

(2) λが dominant (resp. anti-dominant) integral weightなら, extremal weight module
V (λ) は, 最高ウエイト (resp., 最低ウエイト) λ の可積分な既約最高ウエイト (resp., 最低
ウエイト) Uq(g)-加群と同型である. 又, このとき V (λ) の結晶基底 B(λ) は, 最高ウエイ
ト (resp., 最低ウエイト) λ の可積分な既約最高ウエイト (resp., 最低ウエイト) Uq(g)-加
群の結晶基底と, クリスタルとして同型である.

従って, LSパスのとき (§2.2)と同様に, level-zero dominant integral weightを extremal
weight とする extremal weight module, 及びその結晶基底の構造を調べることが重要にな
る. λ ∈ P が level-zero の場合には, extremal weight module V (λ) は次の様にも特徴付
けられる.

Fact 2.3.5 ([Kas3, Theorem 5.3 の下のコメント]). λ ∈ P を level-zero とする. このと
き, extremal weight module V (λ) は, ウエイト λ のweight vector vλ で生成され, 以下の
関係式で定義される Uq(g)-module と同型である:





Uq(g)βvλ = 0 for all β ∈ ∆re such that λ(β∨) ≥ 0,

y
1+λ(hj)
j vλ = 0 for all j ∈ I such that λ(hj) ≥ 0,

x
1−λ(hj)
j vλ = 0 for all j ∈ I such that λ(hj) ≤ 0.

ここで, Uq(g)β :=
{
x ∈ Uq(g) | qhxq−h = qβ(h)x (h ∈ P∨)

}
である.
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以下の定理は, Kashiwara [Kas3, §13] によって予想され, Beck と Nakajima [BN] によ
り証明された. (g が simply-laced の場合には, [B] と [N1] で独立に証明された).

Theorem 2.3.6. (1) λ =
∑

i∈I0
mi$i (mi ∈ Z≥0, i ∈ I0) のとき, クリスタルとしての

同型
B(λ) ∼=

⊗

i∈I0

B(mi$i)

が成立する (右辺はテンソル積を取る順番には依らない).
(2) m ∈ Z≥1, i ∈ I0 とする. このとき, B(m$i) の (クリスタルグラフの) 連結成分全体

は, 長さが m− 1 以下の partition 全体でパラメトライズされる. さらに, B(m$i) の連結
成分同士は, I-colored oriented graph としては同型である.

Remark 2.3.7. Theorem 2.3.6 (2) より, m ≥ 2 であれば, B(m$i) のクリスタルグラフ
は連結ではないことが分かる (実際には無限個の連結成分を持つ).

2.4 Extremal weight module のパス模型. 以上の記号のもとで [NS1], [NS3] にお
いて得られた結果を述べる.

Theorem 2.4.1. m ∈ Z≥1, i ∈ I0 = I \ {0} とする. このとき, shape m$i の LS パス全
体の成すクリスタル B(m$i) は, extremal weight module V (m$i) の結晶基底 B(m$i)
と, クリスタルとして同型である. 即ち, クリスタルとしての同型

B(m$i) ∼= B(m$i)

が成り立つ.

この結果と Theorem 2.3.6 (1) を合わせれば, 以下の Corollary が得られる.

Corollary 2.4.2. λ =
∑

i∈I0
mi$i (mi ∈ Z≥0, i ∈ I0) のとき, クリスタルとしての同型

B(λ) ∼=
⊗

i∈I0

B(mi$i)

が成り立つ.

3 量子アフィン代数の有限次元表現に対するパス模型.

3.1 レベル・ゼロ基本表現. 先ず, Kashiwara [Kas3, p. 142] によって導入された, 量子
アフィン代数 U ′

q(g) のレベル・ゼロ基本表現について復習する. Extremal weight module
V ($i) (i ∈ I0) において, その生成元 v$i ∈ V ($i) は (weight $i の) extremal weight
vectorであるから, v$i に対してDefinition 2.3.1の条件を満たす family {vw}w∈W ⊂ V ($i)
が存在する. そこで, v$i+δ := vt(hi) と置く. 但し, t(hi) ∈ W は simple coroot hi に関す
る translation である ([Kac, §6.5] 参照). Remark 2.3.2 により, v$i+δ はウエイト $i + δ

の weight vector であることに注意する.

Fact 3.1.1. V ($i) を, 制限によって U ′
q(g)-加群とみなす. このとき, U ′

q(g)-加群の自己同
型 zi : V ($i)

∼→ V ($i) で, zi(v$i) = v$i+δ を満たすものが唯１つ存在する.
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Definition 3.1.2. W ($i) := V ($i)/(zi − 1)V ($i) と置く. これを, U ′
q(g) のレベル・ゼ

ロ基本表現 と呼ぶ.

Theorem 3.1.3 ([Kas3, Theorem 5.17]). レベル・ゼロ基本表現 W ($i) は U ′
q(g) の有

限次元既約表現である. さらに, W ($i) は (extremal weight module V ($i) の結晶基底
B($i) から誘導される) 結晶基底を持つ.

3.2 レベル・ゼロ基本表現に対するパス模型とテンソル積分解定理. 先ず, 次のことに注
意する. 商空間 h∗R/Rδ と

(⊕
j∈I Rhj

)∗ の間には, δ(hj) = 0 (j ∈ I)であることから自然な
線形同型が存在する. 以下では,商空間 h∗R/Rδ の元を,この線形同型によって

(⊕
j∈I Rhj

)∗

の元と見なす. 又,
◦
hR :=

⊕
j∈I0

Rhj と置くと, 線形同型

{
µ ∈ h∗R/Rδ | µ(c) = 0

} ∼= (
◦
hR)∗ (3.2.1)

が成り立つ. そこで, この線形同型により (
◦
hR)∗ を h∗R/Rδ の部分空間と思うことにする.

Remark 3.2.1. µ ∈ (
◦
hR)∗ ↪→ h∗R/Rδとする. このとき, µ(c) = 0なので, µ(h0) = µ(−θ∨)

である. ここで θ は, I0 = I \ {0} に対応する (有限次元の) 部分リー代数の root system
◦
∆ ⊂ ∆re の highest root である (θ∨ ∈

◦
hR に注意).

λ ∈ P を level-zero integral weight とする. cl : h∗R ³ h∗R/Rδ を canonical projection
とし, shape λ の LS パス π : [0, 1] → h∗R に対して, cl(π) : [0, 1] → h∗R/Rδ を

(cl(π))(t) := cl(π(t)) (t ∈ [0, 1])

で定義する. このとき, (3.2.1) により, (cl(π))(t) ∈ (
◦
hR)∗ (t ∈ [0, 1]) とみなせる. つまり,

cl(π) は [0, 1] から (
◦
hR)∗ への区分的に線形で連続な写像 (即ち, (

◦
hR)∗ における折れ線) と

みなせる. そこで,
B(λ)cl := cl(B(λ)) =

{
cl(π) | π ∈ B(λ)

}

と置く. このとき, B(λ)cl には, 次の様にして B(λ) のクリスタル構造から誘導される
(Pcl := cl(P ) を weight lattice とする) クリスタルの構造が入る.

Weights. η ∈ B(λ)cl に対して, wt(η) := η(1) ∈ Pcl と定める.

Kashiwara operators. η ∈ B(λ)cl と j ∈ I に対して,

H(t) := (π(t))(hj) (t ∈ [0, 1]), m := min
{
H(t) | t ∈ [0, 1]

}
,

と置く (j = 0 のときについては, Remark 3.2.1 により, 以下において cl(α0) を −θ に, h0

を −θ∨ に置き換えて考えても良い). この H(t) と m を用いて, ejη と fjη を §1.3 と同
様に定義する. 即ち, m = 0 の場合は, ejη := 0 と定め, m ≤ −1 の場合は,

(ejη)(t) :=





η(t) (0 ≤ t ≤ t0 のとき),

rj, m+1(η(t)) (t0 ≤ t ≤ t1 のとき),

η(t) + cl(αj) (t1 ≤ t ≤ 1 のとき),
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と定める. 但し,
t1 := min

{
t ∈ [0, 1] | H(t) = m

}
,

t0 := max
{
t ∈ [0, t1] | H(t) = m + 1

}
,

であり, 各 k ∈ Z に対して, rj, k は (
◦
hR)∗ 内の超平面Hj, k :=

{
µ ∈ (

◦
hR)∗ | µ(hj) = k

}
に

関する reflection である. fjη の定義も同様にして与えられる.

Fact 3.2.2 ([NS3, §3.3] 参照). (1) π ∈ B(λ), j ∈ I とする. このとき, ej cl(π) = cl(ejπ),
fj cl(π) = cl(fjπ) が成り立つ. ここで, cl(0) は 0 と解釈する. 従って, 任意の η ∈ B(λ)cl
と j ∈ I に対して, ejη, fjη ∈ B(λ)cl ∪ {0} である.

(2)
(
B(λ)cl, ej , fj (j ∈ I), εj , ϕj (j ∈ I), wt

)
は, Pcl を weight lattice とするクリスタ

ルとなる. 但し, η ∈ B(λ)cl と j ∈ I に対して

εj(η) := max
{
n ≥ 0 | en

j η 6= 0
}
, ϕj(η) := max

{
n ≥ 0 | fn

j η 6= 0
}
,

と定める.

Theorem 3.2.3 ([NS1, Proposition 5.8], [NS3, Proposition 3.4.2]). i ∈ I0 とする.
B($i)cl はレベル・ゼロ基本表現 W ($i) の結晶基底と, クリスタルとして同型である.

Theorem 3.2.4 ([NS2, Theorem 3.2]). λ =
∑

i∈I0
mi$i (mi ∈ Z≥0, i ∈ I0) を level-zero

dominant integral weight とする. このとき, 次のクリスタルとしての同型が成り立つ:

B(λ)cl ∼=
⊗

i∈I0

(
B($i)cl

)⊗mi .

(右辺はテンソル積を取る順番には依らない. [NS2, Lemma 3.11] 参照.) 従って, B(λ)cl は
レベル・ゼロ基本表現のテンソル積

⊗
i∈I0

W ($i)⊗mi の結晶基底と, クリスタルとして同
型である.

3.3 次数関数と Kostka-Foulkes 多項式の関係. 先ず, 次数関数について説明する.
λ =

∑
i∈I0

mi$i (mi ∈ Z≥0, i ∈ I0) を level-zero dominant integral weight とする. LS
パスの定義から, h∗R の原点 0 と λ を結ぶ直線 πλ(t) := tλ, t ∈ [0, 1], が B(λ) の元である
ことが分かる. B0(λ) を, πλ を含むB(λ) の (クリスタルグラフとしての) 連結成分とする.

Fact 3.3.1 ([NS5, Proposition 3.1.3]). η ∈ B(λ)cl に対して, 次の条件 (1), (2) を満たす
πη = (ν1, ν2, . . . ; σ) ∈ B0(λ) が唯１つ存在する.

(1) cl(πη) = η,
(2) πη の “initial direction” ν1 ∈ Wλ は, λ−∑

j∈I0
Z≥0αj に含まれる.

Definition 3.3.2 ([NS5, (3.1.1)]). B(λ)cl 上の次数関数Degλ : B(λ)cl → Z≤0 を, 次の様
に定義する： 各 η ∈ B(λ)cl に対して, Fact 3.3.1 における πη ∈ B0(λ) の終端 πη(1) ∈ P

は, ある β ∈ ∑
j∈I0

Z≥0αj とK ∈ Z≥0 によって, πη(1) = λ− β + Kδ と一意的に表され
る ([NS5, Lemma 3.1.1] 参照). このとき, η の次数Degλ(η) を

Degλ(η) := −K ∈ Z≤0

で定義する.
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Example 3.3.3. g が A
(1)
`−1 型で, λ = m$1 (m ∈ Z≥1) のときは, η ∈ B(λ)cl の次数

Degλ(η) は以下の様に計算される. ξp := rprp−1 · · · r1(λ), ζp := cl(ξp) と置く (0 ≤ p ≤
`− 1). このとき, [Kac, §6.7] より

Wλ =
{
ξp | 0 ≤ p ≤ `− 1

}
+ mZδ, cl(Wλ) =

{
ζp | 0 ≤ p ≤ `− 1

}

となることが分かる. そして, 簡単な考察で

B(λ)cl =
{
(ζi1 , ζi2 , . . . , ζim ; σ) | iq ∈ {0, 1, . . . , `− 1}, 1 ≤ q ≤ m

}

であることが分かる. 但し, σ : 0 < 1
m < 2

m < · · · < m−1
m < 1 であり,

η = (ζi1 , ζi2 , . . . , ζim ; σ)

は, (1.2.1) と同様の方法で [0, 1] から h∗R/Rδ への区分的に線形で連続な写像 η : [0, 1] →
h∗R/Rδ とみなしている.
さて, η = (ζi1 , ζi2 , . . . , ζim ; σ) ∈ B(λ)cl に対して, k1, k2, . . . , km ∈ Z≥0 を次で定める:

k1 := 0, kq :=





kq−1 + m (iq > iq−1 のとき),

kq−1 (iq = iq−1 のとき),
(1 ≤ q ≤ m).

このとき, Fact 3.3.1 で与えた πη ∈ B(λ) は,

(ξi1 + k1δ, ξi2 + k2δ, . . . , ξim + kmδ ; σ)

を (1.2.1) によって [0, 1] から h∗R への区分的に線形で連続な写像とみなしたものと等し
い. 従って,

Degλ(η) = − 1
m

(k1 + k2 + · · ·+ km)

となる. 以下は, g が A
(1)
2 型 (即ち, ` = 3) で λ = 5$1 (即ち, m = 5) のときに, 幾つかの

η ∈ B(λ)cl についての πη ∈ B(λ) と Degλ(η) の値を表にしたものである:

η πη Degλ(η)

(ζ0, ζ0, ζ0, ζ1, ζ2 ; σ) (ξ0, ξ0, ξ0, ξ0 + 5δ, ξ2 + 10δ ; σ) −3
(ζ0, ζ0, ζ1, ζ0, ζ2 ; σ) (ξ0, ξ0, ξ1 + 5δ, ξ0 + 5δ, ξ2 + 10δ ; σ) −4
(ζ0, ζ1, ζ0, ζ0, ζ2 ; σ) (ξ0, ξ0 + 5δ, ξ1 + 5δ, ξ0 + 5δ, ξ2 + 10δ ; σ) −5
(ζ0, ζ0, ζ1, ζ2, ζ0 ; σ) (ξ0, ξ0, ξ1 + 5δ, ξ2 + 10δ, ξ0 + 10δ ; σ) −5
(ζ0, ζ1, ζ0, ζ2, ζ0 ; σ) (ξ0, ξ1 + 5δ, ξ0 + 5δ, ξ2 + 10δ, ξ0 + 10δ ; σ) −6
(ζ0, ζ1, ζ2, ζ0, ζ0 ; σ) (ξ0, ξ1 + 5δ, ξ2 + 10δ, ξ0 + 10δ, ξ0 + 10δ ; σ) −7

今, i = (i1, i2, . . . , in) を I0 の元の列とし (ik 達の中には同じものがあってもよい),
λ := $i1 + $i2 + · · ·+ $in とする. そして, µ ∈ ∑

i∈I0
Z≥0 cl($i) に対して, 次の様な q-

多項式を考える: ∑

η∈B(λ)cl

ejη=0 (j∈I0)

η(1)=µ

q−Degλ(η). (3.3.1)
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論文 [NS5] において我々は, 次数関数Degλ : B(λ) → Z≤0 が, Theorem 3.2.4 で与えられ
るクリスタルの同型

B(λ)cl
∼→ Bi := B($i1)cl ⊗ B($i2)cl ⊗ · · · ⊗ B($in)cl

を通して, Bi 上の “エネルギー関数”に一致することを証明した. そして, その系として, q-
多項式 (3.3.1) がBi と µ に対する (classically restricted) “one-dimensional configuration
sum” (1dsum)と一致することを証明した (エネルギー関数や 1dsumについては [HKOTY],
[HKOTT] 等を参照されたい). ところで, Nakayashiki-Yamada [NY] によって, g が A

(1)
`−1

型の場合には 1dsum は Kostka-Foulkes 多項式と一致することが示されている. 以下では,
[NS5] の結果と [NY] の結果を合わせることで得られる「Kostka-Foulkes 多項式の LS パ
スを用いた記述」について説明する.
先ず, Kostka-Foulkes 多項式について簡単に復習する (詳細については [M, Chapter III]

や [NR] 等を参照されたい). Λ =
⊕

k≥0 Λk を対称関数環とする. ここで, 各 k ≥ 0 に対し
て, Λk は k次の対称関数の全体である. 又, R = Z[q]と置き, Λ[q] := R⊗ZΛ =

⊕
k≥0 Λk[q]

を, R を係数とする対称関数環とする. 各 k ≥ 0 に対して, この Λk[q] = R⊗Z Λk には, 次
の２種類の良く知られた R-基底が存在する.

(1) Schur 関数 sλ, λ ∈ Pk,
(2) Hall-Littlewood 関数 Pλ(q), λ ∈ Pk.

ここで, Pk はサイズが k の partition (即ち, 箱の数が k のYoung diagram) の全体を表す
ものとする. これら２つの R-基底の間の基底変換の行列は, (Pk 上に適当な半順番 º を
定めることで) 対角成分が全て 1 の三角行列となる. 即ち, 各 partition λ ∈ Pk に対して,

sλ =
∑

µ ∈ Pk, µ ¹ λ

Kλ, µ(q)Pµ(q) (Kλ, µ(q) ∈ Z[q], Kλ,λ(q) = 1)

が成り立つ.

Definition 3.3.4. 上の基底変換の行列の成分に現れる q-多項式Kλ, µ(q) ∈ Z[q] を, par-
tition λ, µ ∈ Pk に付随する Kostka-Foulkes 多項式 と呼ぶ.

さて, 以下では g は A
(1)
`−1 型のアフィン・リー環とする. i = (i1, i2, . . . , in) を, I0 ={

1, 2, . . . , `−1
}
の元の列で i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ inを満たすものとし, λ := $i1+$i2+· · ·+$in

と置く. i = (i1, i2, . . . , in) を partition とみなしたものを λ+ で表し, k := i1 + i2 +
· · · + in と置く. 又, k の partition µ = (µ(1), µ(2), . . . , µ(`)) ∈ Pk を, 次の様にして∑`−1

i=1 Z≥0 cl($i) の元とみなす:

µ =
`−1∑

i=1

(µ(i) − µ(i+1)) cl($i). (3.3.2)

Theorem 3.3.5 ([NS5, Corollary 4.7.4]). 上の記号の下で,

Kµt, λ+(q) =
∑

η∈B(λ)cl

ejη=0 (j∈I0)

η(1)=µ

q−Degλ(η) (3.3.3)
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が成立する. ここで, Kµt, λ+(q) は partition µ の転置 µt と partition λ+ に付随する
Kostka-Foulkes 多項式である.

Example 3.3.6. g を A
(1)
2 型 (即ち, ` = 3) とし, i = (15), µ = (3, 12) とする. 上で述べ

たルールに従って,
λ := $1 + $1 + $1 + $1 + $1 = 5$1

と置き, µ に 2 cl($1) を対応させる. このとき, B(5$1)cl の元 η で, ejη = 0 (j ∈ I0) か
つ η(1) = 2 cl($1) を満たすものは, Example 3.3.3 の表で挙げた６つであることが分かる.
従って ∑

η∈B(λ)cl

ejη=0 (j∈I0)

η(1)=µ

q−Degλ(η) = q3 + q4 + 2q5 + q6 + q7

となる. これは実際, Kµt, λ+(q) = K(3,12), (15)(q) に等しい (例えば, [M, p. 239 の下の表]
参照).
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