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1 序
非特異な代数多様体の二つの閉部分多様体が一点で交わるとしよう。このとき、その交
点での intersection multiplicity を代数的に記述する問題は、van der Waerden によって深
く研究され、Chevalley [3] によって解決されたと言える。Chevalley の方法は、二つの閉
部分多様体のファーバー積を考え、ダイアゴナルの定義イデアルでの重複度として定義す
るというものである。彼自身によって展開された局所環の (極大イデアルではなく) パラ
メーターイデアルに関する重複度の概念が、この定義の中で重要な役割を果たしている。
その後、1950年代にホモロジー代数が可換環論に導入され、Serre [31]は、ホモロジー代
数の言葉を用いて intersection multiplicity の記述を行った。もちろん、Chevalley が定め
たものと、同じ値になる。Chevalley の定義では、体上でのファイバー積をとることが必要
であった。しかし、Serreの定義では、もはやファイバー積をとる必要がなくなり、従って、
混合標数の正則スキームに対しても intersection multiplicity が定義されるようになった。
Chevalley の理論 (等標数の場合) では、本質的に intersection multiplicity は局所環のある
パラメーターイデアルに関する重複度に帰着されるが、そのケースではいろいろ強力な道
具があるため、様々なことが証明できる。ところが、混合標数の場合は、そのような帰着が
できないので、正しい次元で交わっている二つの閉部分多様体の intersection multiplicity

が正であることさえもわからないのである。
その Serre によって定義された intersection multiplicity を研究することは、可換環論に
おける一つのテーマとなり、それに関連して多くの理論が生まれ、またいろいろな道具が
可換環論にもたらされた。
このノートでは、前半は、Serre による intersection multiplicity の定義と Serre 予想に
ついて解説する。後半は、Serre 予想に関連して、蔵野自身が興味をもっている問題につい
てまとめる。

2 intersection multiplicity の代数的な記述 (Cn の閉部分
多様体が一点で交わっている場合)

C は、複素数体であるとする。
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この節では、X = Cn とする。Y , Z は X の閉部分多様体で、x は Y ∩Z の孤立点であ
るとする。(つまり、{x} は、Y ∩ Z の既約成分である。)

このとき、

χOX,x
(OY,x,OZ,x) : =

∑
i≥0

(−1)i`OX,x

(
Tor

OX,x

i (OY,x,OZ,x)
)

は整数となる。(OX,x は正則局所環であること、{x} は Y ∩ Z の既約成分であるので、
Tor はすべて長さ有限であることに注意する。) Serre [31] は、これを Y と Z の x での
intersection multiplicity と定義した。

intersection multiplicity は点 x の近くの状況で決まるので、局所環 OX,x 上の何らかの
不変量として記述できるのは非常に自然なことである。しかし、これがすぐに intersection

multiplicity に見える人は、まずいないであろう。
何故、これが intersection multiplicity を表しているのか？
以下、３つの理由 (状況証拠) をあげる。

理由１ 代数的な intersection multiplicity と聞いて、まず最初に思い浮かぶのは、平面曲
線のベズーの定理であろう。よって、最初に、平面曲線の場合にみてみる。

X = C2 とし、Y = {f = 0}, Z = {g = 0} とする。ここで、f, g ∈ C[t1, t2] は、同伴でな
い既約多項式とする。このとき、Y ∩Z は有限集合である。x : = (0, 0) ∈ Y ∩Z としよう。

R : = C[t1, t2](t1,t2) とする。f , g は正則列であるので、
[
0 → R

f→ R → R/(f) → 0
]
⊗R R/(g)

= 0 → R/(g)
f→ R/(g) → R/(f, g) → 0

は、完全列である。よって、

TorR
i (R/(f), R/(g)) =

{
R/(f, g) (i = 0)

0 (i > 0)

となるので、

χR(R/(f), R/(g)) = `R(TorR
0 (R/(f), R/(g))) = `R(R/(f, g))

である。つまり、Serre によって定義された intersection multiplicity は、ベズーの定理の
中で使われる intersection multiplicity と一致する。
このケースでは、Tor の長さの交代和は、実は単に、

TorR
0 (R/IY , R/IZ) = R/IY ⊗R R/IZ = R/(IY + IZ)

の長さと一致している。(ここで、IY , IZ は、それぞれ Y , Z の定義イデアルである。)

intersection multiplicity を考えるとき、本当に高次の Tor が関係するのだろうか？Tor0 だ
けでけでは、不十分なのだろうか？それは、Remark 3.3 の中でわかる。
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理由２ ここでは、もとの状況に戻して考える。つまり、X = Cn、Y , Z は X の閉部分多
様体、x は Y ∩ Z の孤立点であるとする。
ここで、ε ∈ Cn に対して、

Yε : = {y + ε | y ∈ Y }
とする。このとき、Weil の定理 (例えば、[23] の 118p の A8)、Auslander-Buchsbaum [1],

Serre [31] の定理を使って、

χOX,x
(OY,x,OZ,x) = #(Yε ∩ Z ∩ U) (1)

が証明できる 1 。ここで、U は (古典位相での) x の Cn の中での十分に小さな開近傍とす
る。また、ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Cn は (古典位相で) 0 = (0, . . . , 0) に十分近い点で、(Zariski

位相で) 一般的な点であるとする。
つまり、式 (1) の右辺は、U と ε の取り方によらないのである。#(Yε ∩ Z ∩ U) を、Y

と Z の x での intersection multiplicity と考えるのは、非常に自然なことである。
例えば、X = C2、Y = {t2 − t21 = 0}, Z = {t2 = 0} とする。つまり、放物線 Y と直線

Z が (0, 0) で接している。すると、放物線を一般的な方向にわずかにずらすと二点で交わ
るので、intersection multiplicity は 2 になるわけである。

理由３ W はネーター・スキームとする。K0(W )は、W 上の vector bundleの Grothendieck

group、G0(W ) は、W 上の coherent sheaf の Grothendieck group とする。このとき、自
然な射 K0(W ) −→ G0(W ) は、W が正則スキームのとき同型になる。(W 上の coherent

shaef に対して、W 上の vector bundle での分解を考えて、その交代和をとることによっ
て逆射が定義できる。)

K0(W ) は、テンソル積を積として、可換環の構造を持つ。よって、W が正則スキーム
のときは、G0(W ) も環の構造を持つ。W 上の coherent sheaf F , F ′ の積を考えよう。

E . : 0 → Er → · · · → E0 → F → 0

は完全列で、E0, . . . , Er は W 上の vector bundle であるとする。E .′ も同様に定義する。

K0(W ) −→ G0(W )∑
i(−1)i[Ei] 7−→ [F ]∑
j(−1)j[E ′j] 7−→ [F ′]

(
∑

i(−1)i[Ei])×
(∑

j(−1)j[E ′j]
)

7−→ [F ]× [F ′]
∑

i,j(−1)i+j[Ei ⊗ E ′j] 7−→ ∑
k(−1)k[TorOX

k (F ,F ′)]

このように、F と F ′ の積として、自然に Tor の交代和が出てくる。実は、上の積は、
G0(Supp(F)∩ Supp(F ′)) で決まるのである。上の積の Supp(F)∩ Supp(F ′) の各既約成分
の係数として、Tor の長さの交代和が出てくるのである。

以上の３つの理由から、一般の正則スキームにおいても、Tor の長さの交代和を inter-

section multiplicity と定義することは、非常に自然であると考えられる。
1 正確に言うと、Weil の定理を用いて、右辺と Chevalley によって定義された intersection multiplicity

が等しいことを証明する。その後、パラメーターイデアルの Koszul 複体のホモロジーと重複度の関係を表
す Auslander-Buchsbaum, Serre の公式を用いて、Chevalley によって定義された intersection multiplicity
と左辺が等しいことを示す。
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3 一般の正則スキーム上での intersection multiplicity と
Serre 予想

前節では、X = Cn のケースで、一点で交わる二つの閉部分多様体の、その交点での
intersection multiplicity が、Tor の長さの交代和で書けることを見た。
よって、次のように intersection multiplicity を定義することが自然である。
X を正則スキーム、Y , Z を X の integral 閉部分スキーム、W を Y ∩Z の既約成分で

あるとする。このとき、Y と Z の W での intersection multiplicity を、

χOX,W
(OY,W ,OZ,W ) =

∑
i≥0

(−1)i`OX,W

(
Tor

OX,W

i (OY,W ,OZ,W )
)

と定義する。(χOX,W
(OY,W ,OZ,W ) は整数であることに注意する。)

このとき、Serre [31] は、次を予想した。

Conjecture 3.1 (Serre 予想) 上の状況で、次が成立するだろう。

(1) codimX Y + codimX Z ≥ codimX W

(2) χOX,W
(OY,W ,OZ,W ) ≥ 0.

(3) If codimX Y + codimX Z > codimX W , then χOX,W
(OY,W ,OZ,W ) = 0.

(4) If codimX Y + codimX Z = codimX W , then χOX,W
(OY,W ,OZ,W ) > 0.

上の (2) は non-negativity、(3) は vanishing、(4) は positivity と呼ばれている。

Remark 3.2 (1) の不等式は、X が非特異代数多様体の場合は、

dim W ≥ dim Y + dim Z − dim X

を表している。Y ∩ Z の次元を下から評価する興味深い式である。
X は非特異代数多様体、W が一点の場合は、(1) の不等式は、

dim Y + dim Z ≤ n

を表している。X = C3 の中で、Y と Z が共に直線であるときのように、本来交わる必要
が無いのに交わっている場合、(3) によって intersection multiplicity は 0 になると考えら
れる。

以下、簡単のため、OX,W , OY,W , OZ,W をそれぞれ (R,m, k), R/P , R/Q とおく。R は
正則局所環、P と Q は R の素イデアルで m =

√
P + Q をみたす。考えたい intersection

multiplicity は、
χ

R
(R/P,R/Q) =

∑
i≥0

(−1)i`
R

(
TorR

i (R/P, R/Q)
)

4



である。
現在までに、Serre 予想は、次のところまで解かれている。
(1) は、Serre [31] によって、証明された。
(2)は、Gabber [2]によって、証明された。この証明で重要な役割を果たしたのは、finite

な拡大を許して非特異モデルの存在を証明した de Jong [12] の定理である。
(3)は、Roberts [26], Gillet-Soulé [8]によって独立に証明されている。Robertsは、local-

ized Chern character, 特異リーマン・ロッホ定理などを使って証明した。Gillet-Soulé は、
Adams operation を使っている。
上のGabberの結果は代数幾何学の道具を使って得られたものであるのに対して、Roberts,

Gillet-Soulé の証明は代数的 K-理論の手法を使ったものであると言ってよいであろう。
(2) における Gabber の方法を用いれば、(3) の別証明を与えることもできる。
(4) は、R が体を含む場合、または、R の剰余体の標数 p に対して p 6∈ m2 が成立する
場合は、Serre [31] によって肯定的に解かれている。(m は、R の極大イデアルである。)

Remark 3.3 R は体を含む正則局所環で、P と Q は R の素イデアルで m =
√

P + Q を
みたし、ht P + ht Q = dim R と仮定する。(X が非特異代数多様体、Y , Z は X の閉部分
多様体で、W は Y ∩ Z の既約成分とする。さらに R = OX,W とおき、P , Q はそれぞれ
Y , Z の R の中での定義イデアルとする。このとき、codimX Y + codimX Z = codimX W

であることと、ht P + ht Q = dim R は同値である。) このとき、

1 ≤ e(R/P )e(R/Q) ≤ χ
R
(R/P, R/Q) ≤ `R(R/P ⊗R R/Q) = `R(TorR

0 (R/P,R/Q))

が成立する2 。ここで、e( ) は、重複度であるとする。上の式には３つの不等号がある。

• 一番左の不等号が等号になる必要十分条件は、e(R/P ) = e(R/Q) = 1 である。これ
は、R/P , R/Q がともに正則局所環であることと同値である 3 。

• 真ん中の不等号が等号になる必要十分条件は、Ỹ ∩ Z̃ = ∅ である (Fulton [7] の
Corollary 12.4 参照)。ここで、X̃ は Spec(R) を m で blow-up したもの、Ỹ は
Spec(R/P ) の proper transform、Z̃ は Spec(R/Q) の proper transform とする。共
通部分は、X̃ の中で考える。これは、Spec(R/P ) と Spec(R/Q) は、点 m で共通の
接線を持たないことを意味している 4 。これは、直感と合っている。

• 一番右の不等号が等号になる必要十分条件は、R/P , R/Q がともに Cohen-Macaulay

環であることである 5 。

つまり、R/P , R/Q のどちらかが Cohen-Macaulay 環でない場合は、intersection

multiplicity は `R(TorR
0 (R/P,R/Q)) より真に小さくなってしまうのである。

2 体を含んでいない正則局所環 R 上では、一番左の不等式は明らかであるが、真ん中と右の不等式が成立
するかどうかは、全くわかっていない。

3 よって、これが等式にならない原因は、R/P と R/Q の個別の特異点の特異性にあるのである。
4 これが、等式にならない原因は、R/P と R/Q の個別の性質によるのではなく、両者の位置関係にある

のである。例えば、直線と放物線が接している場合は、e(R/P ) = e(R/Q) = 1, χR(R/P, R/Q) = 2 である。
5 よって、これが等式にならない原因は、R/P と R/Q の個別の特異点の特異性にあるのである。
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平面曲線のベズーの定理のケースでは、R/P , R/Q がともに超平面 (とくに、Cohen-

Macaulay 環) であるので、このケースでは `R(R/P ⊗R R/Q) を考えるだけでよいの
である。

• 更に、R が代数閉体上の形式的べき級数環であると仮定すれば、永田 [24] により、

χ
R
(R/P, R/Q) ≤ e(P ·R/Q,R/Q)

であることが示されている。等号が成立することと、P が ht P 個の元で生成される
ことは同値である。

Serre 予想の (4) に関連して、次のようなものが定義された。

Definition 3.4 (R,m, k) はエクセレント・ネーター局所環であるとしよう。M 6= 0 は有
限生成 R-加群で depth(M) = dim R をみたすとき、M は、maximal Cohen-Macaulay R-

加群であるという。

Definition 3.5 (R,m, k) は d 次元エクセレント・ネーター局所環であるとしよう。M は
(有限生成とは限らない) R-加群で、

1. i = 0, 1, . . . , d− 1 に対して、xi+1 は M/(x1, . . . , xi)M -非正則元。

2. M/(x1, . . . , xd)M 6= 0。

をみたす x1, . . . , xd ∈ m が存在するとき、M は、big Cohen-Macaulay R-加群であると
いう。

maximal Cohen-Macaulay R-加群は big Cohen-Macaulay 加群である。
エクセレント・ネーター局所環は、必ず maximal (big) Cohen-Macaulay 加群を持つで
あろうというのが、Small (Big) Mac 予想である。

Small Mac 予想が正しければ、Serre 予想の (4) が正しいことがわかる (Grothendieck

の方法)。しかし、Small Mac 予想には、非自明な結果が無く、否定的に考えている人が多
いようである。

Big Mac 予想は、R が体を含む場合は正しく (Hochster [10])、また混合標数でも 3 次元
以下であれば正しい (Heitmann [9], Hochster [11])。Big Mac 予想からは Serre 予想は従わ
ないようであるが、Big Mac 予想が正しければいろいろな応用がある。

4 特異リーマン・ロッホ定理
ここでは、特異リーマン・ロッホ定理 (Fulton [7], 18 章) が、可換環論にどのように使
えるかを見て、Roberts の vanishing theorem の証明を復習する。

S は正則スキームとする。CS は S 上有限型のスキームのカテゴリーであるとする。
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特異リーマン・ロッホ定理により、X ∈ CS のとき、Q-ベクトル空間の同型

τX/S : G0(X)Q
∼−→ A∗(X)Q

が存在する。
ここで、G0(X) は、X 上の coherent sheaf の Grothendieck 群、A∗(X) = ⊕iAi(X) は

X の Chow 群である。ただし、

Ai(X) =
⊕

dim Y =i

Z[Y ]/有理同値

とする。

Remark 4.1 X が k 上のスムーズ代数多様体であるとき、

K0(X)Q
∼−→ G0(X)Q

τX/Spec(k)−→ A∗(X)Q

という同型の列があるが、この合成により、

[E ] 7→ td(ΩX/Spec(k)) · ch(E)

となる。ここで、td は vector bundle の Todd class、ch は Chern character である。この
写像は、環の同型である Chern character 写像とは、異なることに注意しよう。

以下、この節では、T は正則局所環、(R,m) は d 次元の局所環で、R は T の像である
とする。すると、自然な射 Spec(R) → Spec(T ) は閉埋め込みで、特に有限型の射である。
よって、特異 Riemann-Roch 定理により、

τSpec(R)/Spec(T ) : G0(R)Q
∼−→ A∗(R)Q

という射が誘導される。この射を、簡単のため τR と表す。

Remark 4.2 写像 τR は、T と R によって決まる。しかし、次のいずれかの場合は、写
像 τR は R だけで決まり、T にはよらない。

• R は完備局所環。

• R は、体または Z 上本質的有限型。

ただし、一般の X ∈ CS に対しては、τX/S が S の取り方で変わってしまう例はたくさ
んある。(例えば、τP1

C/Spec(C) 6= τP1
C/P1

C
である。)

ここで、
τR(R) = qd + qd−1 + · · ·+ q0

とおく。ただし、qi ∈ Ai(R)Q である。これは、しばしば環 R の todd class と呼ばれる。
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Remark 4.3 局所環 R の todd class は、次をみたす。

1. qd = [Spec(R)] 6= 0.

2. R が完全交叉であるとき、i < d に対して qi = 0 が成立する。

3. R が Cohen-Macaulay 環であるとき、

τR(ωR) = qd − qd−1 + qd−2 − · · ·

が成立する。

4. R が Gorenstein 環であるとき、各奇数 i に対して qd−i = 0 が成立する。

5. R が整閉整域のとき、各高さ 1 の素イデアル P に対して、[Spec(R/P )] ∈ Ad−1(R)

と −cl(P ) ∈ Cl(R) を同一視することによって Ad−1(R) = Cl(R) となる。このとき、
Ad−1(R)Q = Cl(R)Q の中で、qd−1 = − cl(ωR)

2
が成立する。

Example 4.4 k は体とする。m, n は、2 ≤ n ≤ m を充たす自然数であるとする。

R = k[xij | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m](x)/I2(xij)

としよう。ここで、I2(xij) は、n×m 行列 (xij) の 2 次小行列式全体で生成されたイデア
ルとする。このとき、d = n + m− 1 である。
すると、

A∗(R)Q = Q[a]/(an)

Ad−i(R)Q = Qai (i ≥ 0)

が成立する。このとき、

τR(R) =

(
a

1− e−a

)n ( −a

1− ea

)m

= 1 +
n−m

2
a +

3n2 + 3m2 − 6nm− n−m

24
a2 + · · ·

= qd + qd−1 + qd−2 + · · ·

が成立する ([14])。よって、m 6= n なら qd−1 6= 0 である。また、m = n ≥ 3 であれば、
qd−1 = 0, qd−2 6= 0 である 6 。

以下、C(R)は、有限生成R-加群の有界な鎖複体 F.で、任意の iに対して `R(Hi(F.)) < ∞
を充たすものからなるカテゴリーであるとする。
例えば、環 R のパラメーターによって定まる Koszul 複体は、代表的な C(R) の元で
ある。

6 この環は、Cohen-Macaulay 環であり、Gorenstein 環である必要十分条件は m = n、完全交叉である必
要十分条件は m = n = 2 である。
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このとき、F. ∈ C(R) に対して、

χF. : G0(R) −→ Z
[M ] 7→ ∑

i(−1)i`R(Hi(F.⊗R M))
(2)

が、well-defined に定まる。以下、χF.([M ]) を単に χF.(M) と書く。
鎖複体 F. の Localized Chern character ch(F.) は、下の図式を可換にする唯一つの射で
ある。

G0(R)Q
τR−→ A∗(R)Q

χF. ↓ ↓ ch(F.)

Q = Q

以上の準備のもとに、Roberts の vanishing theorem の証明 [26] を思い出そう。
R はネーター局所環、M , N は有限生成 R-加群で pdRM < ∞, pdRN < ∞, `R(M ⊗R

N) < ∞ を充たすとする。
G., H. は、それぞれ M と N の R-自由分解とする。このとき、G. ⊗ H. ∈ C(R) であ

る。χR(M, N) = χG.⊗H.(R) に注意する。上の図式の可換性により、

χG.⊗H.(R) = ch(G.⊗H.) (τR(R)) = ch(G.⊗H.) (qd) +
d−1∑
i=0

ch(G.⊗H.) (qi) (3)

が成立する。
Roberts は、この状況で次のことを示している。

dim M + dim N < d =⇒ ch(G.⊗H.) (qd) = 0

この証明には、localized Chern character は、勝手な bivariant class と可換であるという
事実 [27] が使われる。
ここで、R は完全交叉であるとしよう。このとき、Remark 4.3 (2) により τR(R) = qd

である。よって、式 (3) より直ちに χR(M, N) = 0 が従う。 q.e.d.

Roberts の証明を見ていると、次の二つのことが重要であることに気付く。

Question 4.5 いつ τR(R) = qd が起こるか？

Question 4.6 F. ∈ C(R) と α ∈ Ai(R) に対して、i < d のとき ch(F.) (α) = 0 が成立す
るか？

ここでは、Question 4.6 を generalized vanishing 予想ということにする。次の節で見る
が、generalized vanishing 予想には反例がある。

Remark 4.7 Question 4.5 について解説する。　
τR(R) = qd を充たす環を Roberts 環 [16] ということにする。
Remark 4.3 (2) により、完全交叉は Roberts 環である。
Remark 4.3 (5) により、Roberts 環が正規であれば、Q-Gorenstein である。
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Example 4.4 の環は m = n ≥ 3 のとき、完全交叉でないGorenstein 環である。これら
の環では、qd−2 6= 0 である。よって、Gorenstein 環は Roberts 環であるとは限らない。

R → A が finite な単射で A が正則環であれば、R は Roberts 環である。
T がエクセレント正則局所環、Lは Q(T )の有限次ガロア拡大であるとする。Rは、T の

L における整閉包をある素イデアルで局所化した局所環とする。このとき、R は Roberts

環である。(拡大 L/Q(T ) がガロア拡大でないときは、必ずしも成立しない。)

R は標数 p > 0 の局所環であり、剰余体は代数閉体、フロベニウス写像 F e : R → eR は
finite であると仮定する (ただし、F e(x) = xpe

とする)。このとき、R は Roberts 環であ
るための必要十分条件は、任意の (ある) e > 0 に対して

[eR] = pde[R]

が G0(R)Q で成立することである。
R が Roberts 環であれば、R̂ もそうである。しかし、R̂ が Roberts 環であっても R が

そうとは限らない (Kamoi-Kurano [13], Kurano-Srinivas [20] 参照)。

5 Generalized vanishing 予想、局所環のサイクルの数値
的同値

この節では、Question 4.6 について解説する。　
この節でも引き続き、T は正則局所環、(R, m) は d 次元の局所環で、R は T の像であ

るとする。
F. ∈ C(R) とする。このとき、d ≥ k ≥ 0 を充たす整数 k に対して次は同値である。

(1) dim M ≤ k を充たす任意の有限生成 R-加群 M に対して、χF.(M) = 0 となる。

(2) 任意の α ∈ Ai(R) (ただし、i ≤ k) に対して、ch(F.) (α) = 0 が成立する。

このことから、generalized vanishing 予想 (Question 4.6) は、次のように言い換えるこ
とができる。

• dim M < d を充たす任意の有限生成 R-加群 M に対して、χF.(M) = 0 となるか？

Remark 5.1 generalized vanishing 予想について、重要なことをここでまとめる。

(1) R 自身が正則局所環であるときは、generalized vanishing 予想が成立することは、簡
単にわかる。

(2) R は、正則局所環 T の準同型像であり、T -自由な鎖複体 G.で F. = G.⊗T R ∈ C(R)

を充たすものが存在するとしよう。(つまり、F. ∈ C(R) は、正則局所環 T にリフト
する。)

このときも、generalized vanishing 予想は正しい。(Roberts による localized Chern

character の commutativity [27] と、それを用いて示される正則スキーム上でのある
localized Chern character の vanishing [26] を用いて証明できる。)
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(3) d > dim M = 0 のケースでは、χF.(M) = 0 は、簡単に証明できる。

(4) Foxby, Roberts [28] 任意の P ∈ Min(R) に対して、dim R/P ≥ 2 であると仮定す
る。このとき、dim M ≤ 1 を充たす任意の M に対して、χF.(M) = 0 が成立する。

(5) Dutta-Hochster-MacLaughlin [6], Levin [21] k は体、R = k[x, y, z, w](x,y,z,w)/(xw−
yz)とする。このとき、χF.(R/(x, y)) = −1をみたす F. ∈ C(R)が存在する。(dim R =

3 > 2 = dim R/(x, y) に注意。よって、これは generalized vanishing 予想の反例と
なっている。)

ここで、F. は、下の 6× 17 行列 A によって定まる R-線型写像

R17 A→ R6

の余核の自由分解である (余核は、長さが 15、射影次元が 3 の加群である)。




0 0 0 0 0 −z 0 x 0 0 y −w 0 0 y 0 0
−y 0 0 0 0 0 −z 0 x 0 0 0 −w 0 0 0 0
0 −y 0 0 0 0 0 −z 0 x 0 xz 0 −w 0 0 0
0 0 −y 0 0 0 0 0 −z 0 x 0 xz 0 −w 0 0
x 0 0 −y 0 0 0 0 0 −z 0 0 0 0 0 x− w 0
0 x 0 0 −y 0 0 0 0 0 −z 0 0 0 0 0 x− w




(6) Miller-Singh [22] d = 5 次元の局所環 R で、χF.(M) 6= 0 を充たす F. ∈ C(R) と
M が存在する。ただし、dim M = 3 である。

Dutta-Hochster-MacLaughlin の反例では、R/(x, y) は余次元 1 であったのだが、
Miller-Singh の例では M は余次元 2 である。また、この例から、ch(F.) (qd−2) 6= 0

を充たす Gorenstein 環 R と複体 F. ∈ C(R) が構成できる。

(7) Roberts-Srinivas [30] generalized vanishing 予想の反例に幾何学的意味を与え、
generalized vanishing 予想の反例が (非常に自然に) 多く存在することを示した。

(8) Piepmeyer-Roberts [25] (7)で与えられた幾何学的データから、generalized vanishing

予想の反例を与える複体 F. を具体的に構成する方法を見つけた 7 。

Example 5.2 Aは C上の standard graded ringとする。(つまり、A = ⊕n≥0An は、ネー
ター次数環であり、A0 = C、A = C[A1] を充たすもの。)

Proj(A)は、種数が正の非特異曲線であるとする。R = A(A1) としよう。このとき、d = 2

で dim A1(R)Q = ∞ である。しかし、任意の F. ∈ C(R) と任意の α ∈ A1(R) に対して
ch(F.) (α) = 0 が成立する (Remark 5.1 (4) を使う)。

上の例では、一次元のサイクルは沢山あるのだが、それらは localized Chern character

ch(F.) には全く影響しないのである。
よって、次のようなことを考えるのは、非常に自然であると思われる。
7 Remark 5.6 (2) の記号で、γ ∈ CH·(X)Q が、c1(OX(1)) ∩ γ = 0 を充たすとき、f(α) = γ を充たす

α ∈ C(R) を具体的に構成する方法を見つけた。
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Definition 5.3 (1) 任意の F. ∈ C(R) に対して χF.(α) = 0 が成立するとき、α ∈ G0(R)

は 0 に数値的同値ということにして、α ∼num 0 と書く。

NG0(R) = {α ∈ G0(R) | α ∼num 0}

と定義する。また、
G0(R) = G0(R)/NG0(R)

とおく。

(2) 任意の F. ∈ C(R) に対して ch(F.)(α) = 0 が成立するとき、α ∈ A∗(R) は 0 に数値
的同値ということにして、α ∼num 0 と書く。

NA∗(R) = {α ∈ A∗(R) | α ∼num 0}

と定義する。また、
A∗(R) = A∗(R)/NA∗(R)

とおく。

Remark 5.4 (1) τR(NG0(R)Q) = NA∗(R)Q は、簡単に証明できる。

(2) Gillet-Soulé [8] によって定義された Adams operation を用いることにより、

NA∗(R) = ⊕d
i=0NAi(R)

が成立する。ただし、NAi(R) = NA∗(R) ∩ Ai(R) とする。

(3) 上の (1) と (2) により、次の図式を可換にする写像 τR がある。

G0(R)Q
τR−→ A∗(R)Q

↓ ↓
G0(R)Q

τR−→ A∗(R)Q = ⊕d
i=0Ai(R)Q

このとき、次が証明される。

Theorem 5.5 (Kurano [17]) R は、次のどちらかを充たすエクセレント局所環とする。

1. R ⊃ Q

2. R は、A 上本質的有限型。ただし A は、Z, 体 または完備離散付値環。

このとき、G0(R) と A∗(R) は、階数が等しい有限生成自由アーベル群である。

Remark 5.6 A は C 上の standard graded ring、X = Proj(A) は C 上スムーズ、R =

A(A1)、d = dim R とおく。
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(1) このとき、
rankAd−1(R) ≤ ρ(X)− 1

が成立する。ここで、ρ(X) は、X の Picard 数である。

X の Chow 環の、有理同値と数値的同値が一致すれば、上の不等式は等式になる。

(2) A の、A+ でない斉次素イデアル P に対して、[Proj(A/P )] 7→ [Spec(R/PR)] とす
ることにより、

CH·(X)Q
g−→ A∗(R)Q

が定義できる。これは、全射である ([14])。

また、Spec(R) の m での blow-up を

Z
π−→ Spec(R)

とすると、π−1(m) ' X が成立する。ここで、複体 π∗F. のホモロジーのサポートは、
X に入ることに注意する。よって、ホモロジーの交代和を取ることにより、

χ(π∗F.) : =
∑

i

(−1)i [Hi(π
∗F.)] ∈ G0(X)

が定まる。X は、Z の閉部分スキームであるので、

τX/Zχπ∗ : C(R) −→ A∗(X)

が定まる。これにより誘導される射を

f : K0(C(R))Q −→ CH·(X)Q

とおく。ただし、K0(C(R)) は、C(R) の Grothendieck 群とする。このとき、

K0(C(R))Q
f−→ CH·(X)Q

c1(OX(1))−→ CH·(X)Q (4)

は、完全列になる。(この完全性は、Thomason-Trobough [32]の代数的 K-群の local-

ization sequence を用いて証明できる。)

Roberts-Srinivas [30] は、α ∈ K0(C(R))Q と β ∈ CH·(X)Q に対して、

deg(f(α)× β) = χα(g(β))

が成立することを証明した。ここで、χα は、式 (2) の写像を α ∈ K0(C(R))Q に対
して拡張して定義したものである。

このことを使えば、Dutta-Hochster-MacLauglin [6] の反例の存在が、次のように非
常に簡単に理解できる。

A = k[x, y, z, w]/(xw − yz), R = A(x,y,z,w) とおく。このとき、

CH·(X)Q = Q[a, b]/(a2, b2)
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が成立する。また、c1(OX(1)) = a + b である。すると、(a + b)(a− b) = 0 であるの
で、式 (4) の完全性により f(α) = a − b を充たす α ∈ K0(C(R))Q が存在する。ま
た、β = a とおく。このとき、

χα(g(β)) = deg(f(α)× β) = deg(−ab) = −1

が成立する。

(3) CH·hom(X) はホモロジカル同値で割った X の Chow 環、CH·num(X) は数値的同値で
割った X の Chow 環とする。

自然な射
CH·hom(X)Q −→ CH·num(X)Q

は、同型であることが期待される (スタンダード予想)。これは、dim X ≤ 3 または
X がアーベル多様体の場合は正しいことがわかっている。また、有理同値と数値的
同値が一致するようなケースでは、明らかに上の射も同型になる。

もし、X に対してスタンダード予想が正しければ、

Ai(R) = 0 for i ≤ d/2

が成立する。

このことは、任意の F. ∈ C(R) と dim M ≤ d/2 を充たす任意の有限生成 R-加群 M

に対して、χF.(M) = 0 が成立することを意味している。

(4) Aは、完全交叉としよう。このとき、X(C)の特異コホモロジーをみることによって、
次が証明される。

d = dim R が偶数のときは、

Ai(R) = 0 for i < d

が成立する。すなわち、この場合は、generalized vanishing 予想は正しい。

d = dim R が奇数のときは、

Ai(R) = 0 for i 6= d+1
2

, d

が成立する。

Problem 5.7 (1) C(R) の Grothendieck 群 K0(C(R)) にも自然に数値的同値を導入し
て、それで割って K0(C(R)) を定義する。

これにより、二つの perfect pairing

K0(C(R))Q ×G0(R)Q → Q

K0(C(R))Q × A∗(R)Q → Q
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が定まる。

この pairing における positive element 8 を定義したい。

ここで、

Cd(R) = {F. ∈ C(R) | F. : 0 → Fd → · · · → F0 → 0 is not exact}
とおこう。これが、positive element の候補である。

depth sensitivity という性質により、M が maximal Cohen-Macaulay module であ
れば、F. ∈ Cd(R) に対して、

χF.(M) > 0

が成立する。

これらを positive element として、cone theorem のような素晴らしいことが証明で
きないだろうか？

(2) R が Cohen-Macaulay 環でないときは、maximal Cohen-Macaulay module の存在は
ほとんど期待できない。それに代わる positive element はないか？

ここで、次の予想をみてみよう。

Conjecture 5.8 F. ∈ Cd(R) のとき、ch(F.)([Spec(R)]) > 0 が成立するであろう。

これは、R が体を含む場合は正しい (正標数の場合は Roberts [29] 9 、標数 0 の場合
は Kurano-Roberts [18])。R が混合標数の場合は未解決である。

これが、何かの positivity の理論の一部なのではないかと思う。

この conjecture が意味する positivity と、(1) の中で見た maximal Cohen-Macaulay

加群による positivity は、何か関係があるのか？(その関係を説明するために、test

module [15] というものを定義して性質を調べたが、満足のゆく説明は完成してい
ない。)

上の予想は、非常にわかりにくい。一つの理由は、複体の localized Chern character

が何なのか、よくわからないからだと思う。しかし、localized Chern character を使
わないで、上の予想を記述することは可能である。

つまり、Conjecture 5.8 は、次と同値である。

Conjecture 5.9 S は、完備な正則局所環、L は S の商体の有限次ガロア拡大であ
るとする。Rは、S の L内での整閉包であるとする。F. ∈ Cd(R)のとき、χF.(R) > 0

が成立するであろう。
8 つまり、スムーズな 3 次元射影多様体の因子と閉部分曲線には、グローバルな交点数を考えることによっ

て pairing ができ、数値的同値でわって perfect な pairing ができる。そこには、effective, nef, semi-ample,
ample 等いろいろな positive element の概念がある。そのことが、理論を深いものにしており、そのことか
ら cone theorem などの素晴らしい結果が導かれている。

9 上の予想を R が正標数の体を含む場合に解いて、それを用いて混合標数の New intersection theorem
が証明できる。
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これも、R が体を含む場合は正しい。L がガロア拡大 (つまり、R は Roberts 環) で
あるというのが本質的な条件であり、これをはずすと反例がある。

(3) 一般に、i ≤ d/2 のとき、Ai(R) = 0 が成立しないだろうか？(スタンダード予想が正
しければ、R が C 上スムーズな射影多様体のアフィン・コーンの場合は正しい。)

(4) R はネーター正規局所環であるとする。このとき、Danilov [4], [5] は、自然な射

Cl(R) −→ Cl(R[[x]])

が同型であるとき、R は離散的な因子類群を持つと定義した。

このとき、次のような 4 通りの因子類群の離散性が定義できる。

(離散 1) R は、Danilov の意味で、離散的な因子類群を持つ。

(離散 2) 自然な射 Cl(R) −→ Cl(R̂) は同型である。

(離散 3) Cl(R) は有限生成アーベル群である。

(離散 4) NAd−1(R) = 0 である。

この 4 種類の離散性の関係が知りたい。

以下、R は、C 上スムーズな射影多様体 X のアフィン・コーンの原点の局所環であ
るとする。(projectively normal な ample line bundle での埋め込みを考え、R は整
閉整域にしておく。) このとき、次が成立する。

– (離散 1) は、H1(X,OX(n)) = 0 for n ≥ 0 と同値。

– (離散 2) は、H1(X,OX(n)) = 0 for n > 0 と同値。

– (離散 3) は、H1(X,OX) = 0 と同値。

(最初の二つは Danilov [4], [5] による。三つ目は有名な結果である。) よって、

(離散 1) = (離散 2) + (離散 3)

である。また、Theorem 5.5 により、

(離散 4) =⇒ (離散 3)

がいえる。(離散 2) であるが (離散 1) でない例は、簡単に作ることができる。[19] の
中で、(離散 3) であるが (離散 1) でない例が構成されている。
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