
ラングランズ予想について
～エンドスコピーをめぐって～

斎藤　裕 AND 平賀　郁

1. Introduction

F を p-進体 Qp の有限次拡大体とする. F 上の GLn の局所 Lang-
lands 予想は Harris–Taylor [HT01] と Henniart [Hen00] によって証明
された. GLn の場合は Weil 群の n-次元の既約表現と GLn(F ) の su-
percuspidal表現が１対１に対応しているが, 一般の reductive groupで
は局所 Langlands 対応は必ずしも１対１ではなく, endoscopy を考察
する必要がある.
本稿では, endoscopy の簡単な解説と平賀郁と斎藤裕との共同研究で

得た結果の紹介 (定理 6.9, 定理 7.5)を行う.
§2 では torus の場合を比較的詳しく説明している. これは, 一般の

reductive group で L-群の定義をする代わりに torus の場合の L-群に
ついて詳しく説明している為と, §3 と §4 で torus の場合を基にして
endoscopy を考察しようとした為である. §§3,4,6 では, distribution の
transfer としての側面を中心に endoscopy を説明した. また, §§4,6 で
は, 説明を簡単にする為に H = LH となる場合だけを扱っている.
本稿では Vogan [Vog93] に従って Sφ を定義しているので, 本稿の

Sφ は [Art89, Art90] の Sφ とは異なっている. 平賀郁と斎藤裕による
SLn の inner form の L-packet に関する結果 (定理 6.9) は, 本稿の Sφ

の定義が適切であることを示唆している.
Sφ の定義に従って endoscopic data の定義も修正すべきであったか

もしれないが, §4 の endoscopic data の定義は従来のままにしている.

2. 局所 Langlands 対応

以後, §6 まで F は p-進体 Qp の有限次拡大体とし, 絶対ガロア群
Gal(F/F ) を ΓF と書く. また, WF を Weil 群とする.
局所 Langlands対応を定式化するには L-群を定義しなければならな

い. L-群は based root datum を使って定義されるのだが, 以下では, 厳
密な定義をする代わりに L-群の定義の考え方の一端を説明することに
する. (厳密な定義は Borel [Bor79] を参照).
最初に, F 上定義された代数群 T が代数的閉体 F 上で Gm = GL1

の直積と同形になっているときを考える. このような T は torusと呼ば
れる. まず, T (F ) の有限位数の character に対する局所 Langlands 対
応を思い出してみる. この場合は, 次のように Tate-Nakayama duality
により局所 Langlands 対応が実現される. Character lattice X∗(T ) と
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cocharacter lattice X∗(T ) を

X∗(T ) = HomF (T, Gm)

X∗(T ) = HomF (Gm, T )

で定める. このとき pairing

X∗(T ) × T −→ Gm

は次のカップ積

H2(F,X∗(T )) × H0(F, T ) −→ H2(F, Gm) ' Q/Z exp(2π
√
−1 · )−→ C×

を導く. これにより, H2(F,X∗(T )) は T (F ) = H0(F, T ) の有限位数の
character を定める. ここで T の dual group T̂ を

T̂ = X∗(T ) ⊗ C×

により定義する. X∗(T ) には ΓF が作用しているので, ΓF を C× に自
明に作用させることにより, T̂ への ΓF の作用を定めることができる.

注意 2.1. T と T̂ の character lattice と cocharacter lattice の間には
次の関係がある.

X∗(T ) = X∗(T̂ )

X∗(T ) = X∗(T̂ )

いま, 完全系列

0 −→ X∗(T )
2π

√
−1−→ X∗(T ) ⊗ C Exp−→ T̂ −→ 1

を考えることにより, 同形写像

H1(F, T̂ )
iso.−→ H2(F,X∗(T ))

が得られるので, 結局

H1(F, T̂ )
inj.−→ { T (F ) の quasi-character }

が得られる.
この有限位数の character の場合の局所 Langlanda 対応を T (F ) の

quasi-character 全体に拡張する. いま, 準同形写像 WF −→ ΓF によ
り WF の T̂ への作用を定めることができる. このとき, WF の T̂ に値
をもつ 1-cocycle のなかで連続なものを考えることにより, 連続コホモ
ロジーH1

cont(WF , T̂ ) を定義することができる. 次の定理が T の局所
Langlands 対応である.

定理 2.2 (Langlands).

H1
cont(WF , T̂ )

1:1←→ { T (F ) の quasi-character }.

定義 2.3. T̂ と WF の半直積を LT と書き, T の L-群と呼ぶ.

LT = T̂ o WF .
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定義 2.4. 準同形写像 WF −→ LT は, 自然な準同形写像 LT −→ WF

との合成 WF −→ LT −→ WF が WF の恒等写像となるとき, WF 上の
準同形写像と呼ばれる.
より一般に, 群 H1, H2 から WF への準同形写像が与えられている

とき, 準同形写像 H1 −→ H2 が WF 上の準同形写像であるとは, 次の
図式が可換であることである.

H1 −−−→ H2y y
WF WF

さて, cocycle condition aστ = aσσ(aτ ), σ, τ ∈ WF は aστ o στ =
(aσ o σ)(aτ o τ) と同値なので, 1-cocycle {aσ} から WF 上の準同形写
像 φ : WF −→ LT を φ(σ) = aσ o σ とすることにより定めることが
できる. また, 2 つの 1-cocycle {aσ}, {a′

σ} が cohomologous というこ
とは, ある b ∈ T̂ が存在して a′

σ = b−1aσσ(b), ∀σ ∈ WF が成り立つこ
となので, φ′, φ をそれぞれ {a′

σ}, {aσ} の定める準同形写像とすると,

{aσ} と {a′
σ} が cohomologous であることと, ある b ∈ T̂ が存在して

φ′ = Ad(b) ◦ φ となることは同値である. よって,

Φ(T ) = { WF 上の準同形写像 φ : WF −→ LT}/ Ad(T̂ )

とおくと,

Φ(T ) ' H1
cont(WF , T̂ )

1:1←→ { T (F ) の quasi-character }
である. このような φ を Langlands parameter と呼ぶ.
次に G が connected reductive group の場合を考える. Torus のとき

と異なり, G の character lattice から dual group を作ることはできな
いが, 次のようにして Gの dual group Ĝを定めることができる. まず,
T を Gの極大 torusとする. このとき, Gの T に関する root全体のな
す集合 R(T )は X∗(T )の部分集合であり, coroot全体のなす集合 Ř(T )

は X∗(T ) の部分集合である. さて, X∗(T̂ ) = X∗(T ), X∗(T̂ ) = X∗(T )

なので, T̂ を極大 torus とする connected reductive group を考えよう
とすると rootの集合と corootの集合を入れ替えなければならない. つ
まり, Gから得られる 4つ組 (X∗(T ), R(T ), X∗(T ), Ř(T ))の dualとし
て, character lattice と cocharacter lattice を入れ替え, root の集合と
coroot の集合を入れ替えた 4 つ組 (X∗(T ), Ř(T ), X∗(T ), R(T )) を考え
なければならない. 実は, C上定義された connected reductive groupで
対応する 4 つ組が (X∗(T ), Ř(T ), X∗(T ), R(T )) となるものが同形を除
いて一意的に存在することがわかっている. この connected reductive
group の C-有理点のなす群を Ĝ と定め, G の dual group と呼ぶ. こ
のとき, Ĝ の極大 torus T は T̂ と同形である. (但し, 同形写像は一
意的ではなく, Weyl 群 W (Ĝ, T ) の作用の分の不定性がある). ΓF の
X∗(T ), X∗(T ), R(T ), Ř(T ) への作用は T の取り方によっているが, そ
こから定まる準同形写像 ΓF −→ Out(Ĝ) は T の取り方によっていな
いので, 準同形写像 ΓF −→ Out(Ĝ) から ΓF の Ĝ への作用を定める.
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(実際には Ĝ に splitting を与えて ΓF の Ĝ への作用を定める). Torus
の場合と同様に G の L-群を

LG = Ĝ o WF

により定める.

G Ĝ
GLn GLn(C)
SLn PGLn(C)

PGLn SLn(C)
Un GLn(C)
Spn SO2n+1(C)

SO2n+1 Spn(C)
SO2n SO2n(C)

表 1. G と Ĝ の対応

定義 2.5.

Φ(G) = {φ : WF × SU2 −→ LG| 下の (1)～(3)をみたす }/ Ad(Ĝ)

とおく.

(1) φ は WF 上の準同形写像.

(2) φ は semisimple である.つまり, 写像 WF × SU2
φ−→ LG

proj.−→ Ĝ

での WF の像は Ĝ の semisimple な元のみからなる集合.
(3) φ は relevant. (これは φ と対応する G(F ) の既約許容表現が存
在する為の条件である ([Bor79] 参照)).

また, このような条件をみたす φ を Langlands parameter とよぶ.

Π(G) を G(F ) の既約許容表現の同値類全体のなす集合とする.

予想 2.6 (局所 Langlands 予想). 全射写像

Π(G) −→ Φ(G)

で L-因子と ε-因子を保存するものが存在し, 様々な条件をみたす.

定義 2.7. φ ∈ Φ(G) と対応する Π(G) の元全体からなる集合を Πφ(G)
と書き, φ の L-packet と呼ぶ.

GLn の局所 Langlands 対応の存在は Harris–Taylor [HT01] と Hen-
niart [Hen00] により証明された. 彼らの結果と GLn(F ) の既約表現の
分類 [BZ77, Zel80] により, 次の定理がいえる.

定理 2.8 (Harris–Taylor, Henniart). １対１対応

Π(GLn)
1:1←→ Φ(GLn)

で, pair の L-因子と ε-因子を保存し, いくつかの条件をみたすものが
存在する.
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注意 2.9. GLn(F ) の元 γ, γ′ が GLn(F ) で共役であれば GLn(F ) でも
共役である. つまり, GLn では GLn(F ) で共役ということと GLn(F )
で共役ということの間にずれはない. この場合は局所 Langlands 対応
は１対１になっている.

注意 2.10. WF 上の semisimple な準同形写像

ξ : LH −→ LG

があると, Langlands parameter φH : WF × SU2 −→ LH に対して
φ = ξ◦φH を対応させることにより, L-packetの対応 ΠφH

(H) 7→ Πφ(G)
が得られる.

3. Invariant distribution と stable distribution

C∞
c (G(F )) で G(F ) 上の locally constant で台がコンパクトな C に

値を持つ関数全体のなす空間を表すことにする.

定義 3.1. C∞
c (G(F )) 上の線形形式 J が条件

J(f) = J(f g), ∀f ∈ C∞
c (G(F )), ∀g ∈ G(F )

をみたすとき, J は invariant であるという. (但し, f g ∈ C∞
c (G(F )) は

f g(x) = f(gxg−1) により定める).

注意 3.2. F が p-進体なので, G(F ) 上の distribution とは C∞
c (G(F ))

上の (位相を考えない) 線形形式のことである.

G(F ) の元 γ に対して O(γ) を γ の共役類 {gγg−1| g ∈ G(F )} とす
る. このとき, O(γ) の上の G(F )-不変測度 dx ([Ran72] 参照) が存在
して, 軌道積分

J(γ, f) =

∫
O(γ)

f(x) dx, f ∈ C∞
c (G(F ))

を定義することができる. 軌道積分 J(γ) は invariant distribution で
ある. 一方, π を G(F ) の既約許容表現とすると distribution character

J(π, f) = trace

{∫
G(F )

f(g)π(g) dg

}
, f ∈ C∞

c (G(F ))

を定義することができる. (dg は G(F ) の Haar 測度). このとき, J(π)
も invariant distribution となる.

定義 3.3. G(F )の元 γ の中心化群 Cent(γ,G)が Gの連結な極大 torus
であるとき, γ は strongly regular semisimple であるという. G(F )
の strongly regular semisimple な元全体のなす G(F ) の部分集合を
G(F )sreg と書く.

G(F )の共役類のなかで strongly regular semisimpleな元の共役類は
比較的扱いやすいものであり, しかも, 次が成り立っている.



6 斎藤　裕 AND 平賀　郁

命題 3.4. C∞
c (G(F ))の上の線形形式の空間の中で {J(γ)| γ ∈ G(F )sreg}

の ( 弱位相に関する) closed linear span は invariant な線形形式全体
のなす空間に一致する. 正確に書くと,

C∞,0
c = {f ∈ C∞

c (G(F ))| J(γ, f) = 0, ∀γ ∈ G(F )sreg}

とするとき, C∞
c (G(F )) の上の線形形式 J が invariant である為の必

要十分条件は J(C∞,0
c (G(F ))) = 0 が成り立つことである.

Distribution character J(π)も invariantなので {J(γ)| γ ∈ G(F )sreg}
の closed linear span に入るが, より強く次の定理が成り立っている.

定理 3.5 (Harish–Chandra). π ∈ Π(G) に対して G(F )sreg 上の locally
constant な関数 J(π, γ) が存在し,

J(π, f) =

∫
G(F )sreg

J(π, γ)f(γ) dγ, f ∈ C∞
c (G(F ))

が成り立つ.

G(F )の共役類を考える必要性をみる為に,ここで Jacquet–Langlands
対応を簡単に説明する. (実は, これは, 典型的な standard endoscopy
になっている). D を次数が d の F 上の central division algebra とす
る. また, m を自然数とし, n = dm とおく. このとき, F 上定義された
代数群 G で

(1) F 上で GLn と同形 (同形写像を ψ : G −→ GLn とする),
(2) G(F ) = GLm(D),

をみたすものが存在する.

定義 3.6. γ∗ ∈ GLn(F )sreg が γ ∈ G(F )sreg の norm であるとは, ψ(γ)
が GLn(F ) で γ∗ と共役であることをいう.

いま, Πdisc(G) で G(F ) = GLm(D) の square integrable 表現の同値
類全体のなす集合を表し, Πdisc(GLn) で GLn(F ) の square integrable
表現の同値類全体のなす集合を表すことにする. このとき, 次が成り
立つ.

定理 3.7 (Deligne–Kazhdan–Vigneras). π∗ ∈ Πdisc(GLn) に対して,
π ∈ Πdisc(G) で

J(π, γ) = (−1)n−mJ(π∗, γ∗)

が任意の γ ∈ G(F )sreg と γ の norm γ∗ ∈ GLn(F )sreg に対して成り立
つものが存在する. しかも, この対応で Πdisc(G) と Πdisc(GLn) は１対
１に対応する.

注意 3.8. Gの L-群と GLn の L-群は ψ によって自然に同一視される.
実は, π ∈ Πdisc(G)と π∗ ∈ Πdisc(GLn)が定理 3.7の意味で対応すると
いうことは, π の Langlands parameter と π∗ の Langlands parameter
が同値になるということである.
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G(F ) の表現と GLn(F ) の表現を対応させようとする為に G(F ) の
共役類と GLn(F ) の共役類を対応させているのだが, G と GLn は F
上では同形ではないので F 上の同形写像を使って共役類を対応させて
いる. 今の場合は, G(F ) による共役と G(F ) による共役の間に差が
ないので, G(F ) の共役類と GLn(F ) の共役類が上手く対応している
が, 一般の reductive group G に対して同様なことを考えようとすれば
G(F ) による共役を考える必要がでてくるのである. (§5 でもう少し詳
細に考察をする).
さて, これから, G(F ) による共役を考察していくのだが, 最初から

G(F ) の全ての元の共役類を扱うのは難しいので, 比較的扱いやすい
strongly regular semisimple element γ の共役類を考える. 命題 3.4 が
成り立っているので, この場合が共役類の考察の基本になる.

定義 3.9. γ, γ′ ∈ G(F )sreg が G(F )で共役であるとき, γ と γ′ は stable
に共役であるといい,

Ost(γ) = {γ′ ∈ G(F )| γ′ は γ と stable に共役 }
を γ の stable な共役類と呼ぶ.

注意 3.10. Ost(γ) は G(F ) の共役類の有限個の合併になっている.

Ost(γ) に含まれる G(F ) の共役類の全体のなす集合を

Ost(γ)/G(F )-conj.

で表すことにする. T を γの中心化群 Cent(γ,G)とする. (γが strongly
regular semisimple なので T は G の極大 torus である). このとき,
Ost(γ)/G(F )-conj.は次のようにしてH1(F, T )と関係する. γ′ ∈ Ost(γ)
であれば,ある g ∈ G(F )が存在して γ′ = gγg−1となる. このとき, γ, γ′

が F -有理点であることから, 任意の σ ∈ ΓF に対して g−1σ(g) ∈ T (F )
が成り立つことがわかる. よって, Γ の T (F ) に値を持つ 1-cocycle
σ ∈ ΓF 7→ g−1σ(g) が得られる. この 1-cocycle の定める H1(F, T ) の
元 (inv(γ′, γ) と書くことにする) は g の取り方によらない. また, 次が
成り立つ.

Ost(γ)/G(F )-conj.
1:1←→ ker[H1(F, T ) −→ H1(F,G)]

γ′ 7→ inv(γ′, γ)

(γ の共役類は G(F )/T (F ) と対応し, γ の stable な共役類は G/T (F )
と対応するので, 完全列 H0(F, T ) −→ H0(F,G) −→ H0(F,G/T ) −→
H1(F, T ) −→ H1(F,G) から上の１対１対応が導かれるのだが, G が可
換群ではないので 1-cocycle で書いている).
これで, Ost(γ) と共役類との差を H1(F, T ) と H1(F,G) により表す

ことができたのだが, Langlands 関手性との関係をみたいので, これを
Tate–Nakayam duality を使って次のように書き直す. まず pairing

X∗(T ) × T −→ Gm

からカップ積

H1(F,X∗(T )) × H1(F, T ) −→ H2(F, Gm) ' Q/Z exp(2π
√
−1 · )−→ C×
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が導かれる. 一方, 完全系列

0 −→ X∗(T )
2π

√
−1−→ X∗(T ) ⊗ C Exp−→ T̂ −→ 1

を考えることにより, 同形写像

π0(T̂
ΓF )

∼−→ H1(F,X∗(T ))

が得られる. ここで, T̂ ΓF = H0(F, T̂ ) = {x ∈ T̂ |σ(x) = x, ∀σ ∈
ΓF} である. よって, π0(T̂

ΓF ) の character group (Pontrjagin dual) を
π0(T̂

ΓF )D と書くことにすると, 上のカップ積を使って

H1(F, T ) ' π0(T̂
ΓF )D

であることが導かれる. H1(F,G)に対しても,次の定理が知られている.

定理 3.11 (Kottwitz).

H1(F,G) ' π0(Z(Ĝ)ΓF )D.

但し, Z(Ĝ) は Ĝ の中心である.

Ĝ の定義のところで説明したように, T̂ を Ĝ の極大 torus とみるこ
とができる. 但し, T̂ と Ĝ の極大 torus との同一視の仕方は一意的で
はなく, しかも, ΓF の作用が一致するとは限らない. しかし, Z(Ĝ) ⊂ T̂
は同一視の仕方によらず一意的に定まり, しかも, ΓF の作用も一致し
ている. よって, 写像

π0(Z(Ĝ)ΓF ) −→ π0(T̂
ΓF )

が得られるが, 実は, 次の図式が可換になっている.

H1(F, T ) −−−→ H1(F,G)yo
yo

π0(T̂
ΓF )D −−−→ π0(Z(Ĝ)ΓF )D

よって,

Ost(γ)/G(F )-conj.
1:1←→ ker[H1(F, T ) −→ H1(F,G)]

' (coker[π0(Z(Ĝ)ΓF ) −→ π0(T̂
ΓF )])D

である. このことから, s ∈ T̂ ΓF は

Ost(γ)/G(F )-conj.
1:1←→ ker[H1(F, T ) −→ H1(F,G)]

の上の関数
γ′ ∈ Ost(γ) 7→ 〈s, inv(γ′, γ)〉

を定めることがわかる. (但し 〈 · , · 〉は Tate–Nakayama dualityから上
のようにして定まる T̂ ΓF と H1(F, T ) の pairing). よって, {J(γ′)| γ′ ∈
Ost(γ)} の線形結合全体のなす空間は,

(3.1)

 ∑
γ′∈Ost(γ)/G(F )-conj.

〈s, inv(γ′, γ)〉 · J(γ′)

∣∣∣∣∣∣ s ∈ T̂ ΓF


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により生成されることがわかる. つまり
(3.2)∑
γ′∈Ost(γ)

C · J(γ′) =
∑

s∈T̂ΓF

C ·

 ∑
γ′∈Ost(γ)/G(F )-conj.

〈s, inv(γ′, γ)〉 · J(γ′)

 .

である.

定義 3.12. Stable な軌道積分 Jst(γ) を

Jst(γ, f) =
∑

γ′∈Ost(γ)/G(F )-conj.

J(γ′, f), f ∈ C∞
c (G(F ))

により定義する.

命題 3.4 にならって, 次のように定義する.

定義 3.13. C∞
c (G(F )) の上の線形形式 J が stable であるとは, J が

stable な軌道積分 {Jst(γ)| γ ∈ G(F )sreg} の (弱位相に関する) closed
linear span に含まれることである. つまり,

C∞,E
c (G(F )) = {f ∈ C∞

c (G(F ))| Jst(γ, f) = 0, ∀γ ∈ G(F )sreg}
とおいて, J(C∞,E

c (G(F ))) = 0 のとき, J を stable と呼ぶのである.

上の (3.1) の ∑
γ′∈Ost(γ)/G(F )-conj.

〈s, inv(γ′, γ)〉 · J(γ′)

は s = 1 のとき γ の stable な軌道積分になっている. 上の (3.1) の
各々を扱うのが standard endoscopy である.

4. Standard endoscopy (geometric side)

さて, s ∈ T̂ ΓF から endoscopic data を作ろう. まず, WF 上の埋め込
み η : LT −→ LG を固定しておく. (T̂ を Ĝ の極大 torus とみなした
とき, WF の Ĝ への作用を T̂ に制限したものと WF の T̂ への作用は
一般的には異なっているが, η は存在する). ここで, LG の部分群 H を

H = Cent(η(s), Ĝ)0 · η(LT )

とおくと, H はある quasi-split な conncected reductive group H の L-
群に “似た”群になっている. (但し, Cent(η(s), Ĝ)0 は Cent(η(s), Ĝ) =

{g ∈ Ĝ| Ad(η(s))(g) = g} の 1 を含む連結成分). いま, ξ : H −→ LG
を自然な埋め込みとすると, 4 つ組

(H,H, η(s), ξ)

が得られる. このような 4 つ組 (H,H, η(s), ξ) が endoscopic data であ
る. 正確には次のように定義される.

定義 4.1 (Standard endoscopy). Endoscopic data とは以下の条件をみ
たす 4 つ組 (H,H, s, ξ) のことである.
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(1) H は F 上の quasi-split な connected reductive group.

(2) H は Ĥ の WF による split extension

1 −→ Ĥ −→ H ←−→ WF −→ 1

で, WF を WF ↪→ H により H の部分群とみたときの Ĥ への
adjoint action が H の dual group としての WF の作用と対応
する.

(3) s は Ĝ の semisimple な元.
(4) ξ : H −→ LG は H の WF 上の埋め込み.

(5) Cent(s, Ĝ)0 = ξ(Ĥ).

(6) Ad(s) ◦ ξ = as · ξ, 但し as は WF の Z(Ĝ) に値を持つ trivial
1-cocycle.

注意 4.2. 定義 4.1 の条件 (6) は,

Ad(zs) ◦ ξ = ξ

となるような z ∈ Z(Ĝ) が存在することと同値であるが, F が数体のと
きの定義と twisted endoscopy の定義を考慮して上の形に書いている.

注意 4.3. (2) により, H は Ĥ と WF の半直積にはなるのだが, L-群で
はないこともある. H が L-群にならない場合は, H の z-拡大と呼ばれ
る中心拡大を考える必要がある.

以下では, 簡単の為に, H = LH と Ad(s) ◦ ξ = ξ が成り立っている
と仮定しておく.
ここで, H(F )sreg の stable な共役類と G(F )sreg の stable な共役類

の対応について説明する.

定義 4.4. いま, γH ∈ H(F )sreg とし, TH = Cent(γH , H) とする. また,
γ ∈ G(F )sreg, T = Cent(γ,G) とする. このとき γH が γ の norm であ
るとは, 次をみたす同形写像 η : TH −→ T が存在することである.

(1) η(γH) = γ. (これから η が F 上定義されていることが分かる).

(2) T̂H を Ĥ の極大 torus と同一視するやり方と T̂ を Ĝ の極大
torus と同一視するやり方は一意的ではないが, ξ(T̂H) = T̂ であ
りしかも ξ : T̂H −→ T̂ が η−1 : T −→ TH の dual と一致する
ような同一視のやり方が存在する.

注意 4.5. “Norm” は Kottwitz–Shelstad [KS99] で twisted endoscopy
に対して使われている用語で, 通常は “image” が使われている. 本稿
では, 通常の意味の写像の image と混乱しないように “norm” を使っ
ている.

注意 4.6. G,ψを定理 3.7のものとする. このとき, H = GLn, H = LG,
s = 1 とし, ξ : H −→ LG を恒等写像とすると, endoscopic data
(GLn,

LG, 1, ξ) が得られる. つまり, GLn は G の endoscopic group で
ある. また, 定義 3.6 の “norm” と定義 4.4 の “norm” は一致する.
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定義 4.7. H(F ) の strongly regular semisimple な元 γH に対して, 定
義 4.4 の (1), (2) の条件をみたす G(F ) の strongly regular semisimple
な元 γ と同形写像

η : TH = Cent(γH , H) −→ T = Cent(γ,G)

が存在するとき, γH は strongly G-regular semisimple であるという.
(この定義の γ, γH は F -有理点とは限らないので, η は F 上定義され
ていなくてもよい). Strongly G-regular semisimple な H(F )sreg の元
全体のなす集合を H(F )G−sreg であらわすことにする.

γH ∈ H(F )G−sreg が γ ∈ G(F )sreg の norm であるという関係によ
り, H(F )G−sreg の stable な共役類と G(F )sreg の stable な共役類の間
の対応関係が定まる.

注意 4.8. {Jst(γH)| γH ∈ H(F )G−sreg}の closed linear spanは C∞
c (H(F ))

上の stable な線形形式全体のなす空間と一致する.

Langlands–Shelstad [LS87]は transfer factorと呼ばれるH(F )G−sreg×
G(F )sreg 上の関数 ∆( · , · ) を定義した. (Transfer factor ∆( · , · ) は定
数倍をのぞいて定義される). ここでは, 次の命題を述べるにとどめて,
その定義については述べないことにする.

命題 4.9. (1) ∆(γH , γ) 6= 0 である為の必要十分条件は γH が γ の
norm であることである.

(2) γ′
H ∈ Ost(γH) であれば, ∆(γ′

H , γ) = ∆(γH , γ).
(3) γ′ ∈ Ost(γ) であれば,

∆(γH , γ′) = 〈s, inv(γ′, γ)〉∆(γH , γ).

我々は, 写像

TranG
H : H(F ) 上の stable distribution の空間

−→ G(F ) 上の invariant distribution の空間

を定めたいのであるが, まず, γH ∈ H(F )G−sreg の stable な軌道積分に
対して次のように定義する.

定義 4.10. γH ∈ H(F )G−sreg に対して TranG
H(Jst(γH)) を

TranG
H(Jst(γH)) =

∑
γ∈G(F )sreg/G(F )-conj.

∆(γH , γ)J(γ)

により定める.

注意 4.11. 命題 4.9 から, 定義 4.10 の右辺の 0 でない項は有限個であ
ることがわかる.

Ost(γ) に関係する endoscopic data が全て条件 H ' LH をみたして
いれば, 定義 4.10 から, 式 (3.2) は次のように書き直すことができる.
(一般には H の z-拡大を考える必要がある).

(4.1)
∑

γ′∈Ost(γ)

C · J(γ′) =
∑

Endoscopic data (H,LH,s,ξ)
γH : γ の norm

C · TranG
H(Jst(γH)).
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つまり,
∑

γ′∈Ost(γ) C · J(γ′) は endoscopy の stable な軌道積分によっ
て表すことができるのである.
定義 4.10 で γH ∈ H(F )G−sreg の stable な軌道積分に対して定義し

た TranG
H を C∞

c (H(F )) 上の stable な線形形式から C∞
c (G(F )) 上の

invariant な線形形式への線形写像に延長できるかどうかが問題となる
が, 延長できることを予想するのが次の transfer conjecture である.

予想 4.12 (Transfer conjecture). 任意の f ∈ C∞
c (G(F )) に対して,

fH ∈ C∞
c (H(F )) で

Jst(γH , fH) =
∑

γ∈G(F )sreg/G(F )-conj.

∆(γH , γ)J(γ, f), ∀γH ∈ H(F )G−sreg

をみたすものが存在する.

この予想を認めれば, C∞
c (H(F )) 上の stable な線形形式 JH に対し

て C∞
c (G(F )) 上の線形形式 TranG

H JH を

TranG
H JH(f) = JH(fH)

により定めることができる. さて, 予想 4.12 を仮定して TranG
H が定義

されると, 次のことが問題になる. (実際には, 次の問題は予想 4.12 と
独立ではなく, 予想の解決と密接に関わっている問題である).

問題 4.13. γ ∈ G(F ) が strongly regular semisimple ではない場合で
も stable な共役類や norm や transfer factor が定義できて, 定義 4.10
のような式が成り立つか？

問題 4.13 に関しては, 以下の場合に肯定的な結果がある.

• (G,H)-regular の場合: Kottwitz [Kot88], Langlands–Shelstad
[LS90].

• Semisimple とは限らない regular element の場合: Langlands–
Shelstad [LS90].

• 不分岐な古典群の unipotent element の場合: Assem, Wald-
spurger [Wal01].

TranG
H を distribution character からみた場合の予想を述べる前に,

次の節で inner form について説明する.

5. Inner form

G と G′ の間に F 上の同形写像 ψ が存在したとする.

ψ : G −→ G′.

このとき, G(F )sreg の stable な共役類と G′(F )sreg の stable な共役類
との対応について, もう少し詳しくみる. γ ∈ G(F )sreg の G での共役
類は F 上定義された部分多様体になっているが, その ψ による像は F
上定義されるかどうか分からない. しかし, 任意の σ ∈ ΓF に対して,
ある gσ ∈ G′(F ) で,

ψ = Ad(gσ) ◦ σ(ψ)
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をみたすものが必ず存在していれば, γ の G での共役類の ψ による像
も F 上定義されているので, ψ により G(F )sreg の stable な共役類と
G′(F )sreg の stable な共役類とを対応させることができる.

定義 5.1. 次の条件をみたす (G,ψ) を G′ の inner form と呼ぶ.

(1) ψ : G −→ G′ は F 上の同形写像.
(2) 任意の σ ∈ ΓF に対して, ある gσ ∈ G′(F ) で

ψ = Ad(gσ) ◦ σ(ψ)

をみたすものが存在する.

また, G′ の 2 つの inner form (G1, ψ1) と (G2, ψ2) が同値であるとは,
G1 から G2 への F 上定義された同形写像 i と g ∈ G′(F ) で

ψ2 ◦ i = Ad(g) ◦ ψ1

をみたすものが存在することである.

任意の connected reductive group G に対して, quasi-split な con-
nected reductive group G∗ と F 上の同形写像 ψ : G −→ G∗ で, (G,ψ)
が G∗ の inner form となるものが存在することが分かっている. しか
も (G∗, ψ−1) は G の inner form として同値を除いてひとつに決まる
ことも分かっている. このとき, LG と LG∗ の間に自然な同形が存在す
るので, LG∗ を LG と同一視することができる. G∗

ad を G∗ の adjoint
group G∗/Z(G∗) とし, G∗

sc を G∗
ad の simply connected covering group

とする. 同様に, Ĝad = Ĝ/Z(Ĝ) とし, Ĝsc を Ĝad の simply connected

covering group とする. このとき, G∗
ad の dual group は Ĝsc であり,

G∗
sc の dual group は Ĝad である. さて, (G,ψ) が quasi-split な群 G∗

の inner form であれば, ψ = Ad(gσ) ◦ σ(ψ) をみたす {gσ} の G∗
ad で

の像は H1(F,G∗
ad) の元を定める. 定理 3.11 により, H1(F,G∗

ad) の元
は, Z(Ĝsc)

ΓF の characterを定めるので, 結局 (G,ψ)から Z(Ĝsc)
ΓF の

character χG が定まる.

{ G∗ の inner form }/∼
1:1−→ H1(F,G∗

ad) ' (Z(Ĝsc)
ΓF )D

(G, ψ) −→ {gσ} −→ χG

注意 5.2. 注意 4.6 と同様に, H = G∗, H = LG とし ξ : H −→ LG を
恒等写像とすると, endoscopic data (G∗, LG, 1, ξ) が得られる.

ここで, §3 の例をもう一度考察する. G を定理 3.7 のものとする.
(G(F ) = GLm(D) であった). このとき, (G,ψ) は GLn の inner form

である. いま, Ĝsc = SLn(C) なので, (G,ψ) は Z(SLn(C)) ' Z/nZ の
character χG を定めるが, それは, D の Hasse invariant から定まるも
のに一致している. また, G が SLn の inner form の場合も同様である.

6. Standard endoscopy (spectral side)

さて, §4 の状況に戻り, TranG
H を distribution character からみた場

合の予想について説明する. まず最初に, 表現が tempered の場合の予
想を説明する.
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定義 6.1. Langlands parameter φ : WF × SU2 −→ LG は φ(WF ) が有
界のとき tempered であるという.

Φ(G)temp と Π(G)temp を

Φ(G)temp = {φ ∈ Φ(G)|φ は tempered }
Π(G)temp = {π ∈ Π(G)|π は tempered }

により定める.

予想 6.2. φ ∈ Φ(G)temp ならば, Πφ(G) ⊂ Π(G)temp である.

予想 6.3. φ ∈ Φ(G)temp ならば, 空間∑
π∈Πφ(G)

C · J(π)

の中の stable な distribution 全体のなす部分空間は 1 次元である. そ
の部分空間の基底を選び J(φ) と書くことにする.

Langlands parameter φ に対して, 空間
∑

π∈Πφ(G) C · J(π) を式 (4.1)

と類似した形に分解するのに必要な endoscopic data はどのようなも
のであるか考える. (H, LH, s, ξ) を endoscopic data とする. (簡単の
為に H = LH, Ad(s) ◦ ξ = ξ としておく). H(F ) の stable な virtual
character から空間

∑
π∈Πφ(G) C · J(π) への lift が存在しなければなら

ないのだから, φ が LH を経由しているはずである. つまり,

LH
ξ−−−→ LG

φH

x φ

x
WF × SU2 WF × SU2

が可換となるような Langlands parameter φH が存在しなければならな
い. このとき, 定義 4.1 により, s ∈ Cent(φ, Ĝ) であることと ξ(LH) =

Cent(s, Ĝ)0 · φ(WF ) であることが分かる. (簡単の為, Ad(s) ◦ ξ = ξ と
していた). よって,

Cφ = Cent(φ, Ĝ)

とし, s ∈ Cφ が semisimple のときに H = Cent(s, Ĝ)0 · φ(WF ) とおい
て endoscopy を考えればよいように思われる. しかし, Vogan [Vog93]
の考察により G が quasi-split でない場合には Cφ は適切な群ではない
ことが分かった. 以下の定式化は Vogan [Vog93] の考えに従ったもの
である. (完全に [Vog93] と同じではない).

Inner formの同値類はH1(F,G∗
ad)と１対１に対応し, Gから Z(Ĝsc)

ΓF

の character χG が定まるのであるから, inner formを考える場合は Ĝsc

を考慮しなければならない. 本稿では, 次のように Sφ を定める.

Sφ = {s ∈ Ĝsc| Ad(s) ◦ φ = asφ}.
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但し, as は WF の Z(Ĝ) に値をもつ trivial 1-cocycle である. また,

Sφ = Sφ/S
0
φ

Zφ = Im[Z(Ĝsc) −→ Sφ]

とおく. s は Ĝsc の元ではあるが, s が semisimple であるときには, s
の Ĝへの像から上のように H を定めて endoscopic dataを与えること
ができる. また, χG は Im[Z(Ĝsc)

ΓF −→ Sφ]の characterの引きもどし
であることが分かるが, その Im[Z(Ĝsc)

ΓF −→ Sφ] の character の Zφ

への延長を１つ固定して,それも χG と書くことにする. このような Zφ

の character を一つ選んで, それも χG と書くことにする. いま, Sφ の
既約表現で central character の Zφ への制限が χG となっているもの
の同値類全体のなす集合を Π(Sφ, χG) と書くことにすると Langlands
parameter φ が tempered の場合の予想は次のようになる.

予想 6.4 (Langlands–Vogan). φ ∈ Π(G)temp とし, φ に関係する endo-
scopic data が全て条件 H ' LH をみたしているとする. ( H ' LH と
ならない endoscopic data に対しては z-拡大を使った定式化が必要に
なる). このとき, １対１対応

Πφ(G)
1:1←→ Π(Sφ, χG)

π −→ ρπ

で (π に対応する Sφ の既約表現を ρπ と書くことにする)

TranG
H J(φH) = c ×

∑
π∈Πφ(G)

trace ρπ(s) · J(π)

をみたすものが存在する. 但し, c ∈ C× は π によらない定数で, H は
s と φ に対応する endoscopic group.

注意 6.5. 定数倍の不定性が残っているので, 予想 6.4 の１対１対応
は, 一般には, 一意的に決まらない. G が quasi-split の場合は generic
packet conjectureを仮定すればWhittaker dataを決めることにより１
対１対応が定まる. Generic packet conjecture は G = GLn (Bernstein
[Zel80]) と G = U3 (Friedberg–Gelbart–Jaquet–Rogawski [FGJR99],
Konno [Kon02]) の場合には証明されている.

s ∈ Sφ と π ∈ Πφ(G) との pairing を

〈s, π〉 = trace ρπ(s)

により定める.

注意 6.6. Stableな共役類の場合と比較すると, Πφ(G)が stableな共役
類の類似で 〈s, π〉 が transfer factor の類似であるとみることができる.

注意 6.7. G が quasi-split で s = 1 の場合を考えると,∑
π∈Πφ(G)

dim ρπ · J(π)

は stableでなければならない. これを J(φ)と定めるのが適当であろう.
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注意 6.8. Π(Sφ) を Sφ の既約表現の同値類全体の集合とすると, G∗ が
split しているときは

Π(Sφ)
1:1←→

⊔
G: inner form of G∗

Πφ(G)

が成り立つ. このように inner form の族の上の L-packet を考えるこ
とが endoscopy にとっては自然なことのようである.

予想 6.4 は次の場合に跡公式を使って証明されていた.

• SL2 とその inner form : Labesse–Langlands [LL79].
• U3: Rogawski [Rog90].

定理 6.9 (H. – H. Saito). SLn の inner form に対して, 予想 6.4 は正
しい.

注意 6.10. 跡公式を使って予想 6.4 を示そうとすると, fundamental
lemma と呼ばれる予想が問題になる. Fundamental lemma は G と
(H,H, s, ξ)が不分岐であるときに, G(F )の hyperspecial maximal com-
pact subgroupの特性関数 f とH(F )の hyperspecial maximal compact
subgroup の特性関数 fH が予想 4.12 の式をみたすことを予想するも
のである. Fundamental lemma は以下の場合に証明されている.

• SLn の場合: Waldspurger [Wal91].
• U(3) の場合: Blasius–Rogawski [BR92].
• Sp2 の場合: Hales [Hal97].
• 最近 U(n) の場合が Laumon–Ngo により証明された.

注意 6.11. 予想 6.4 の主張のうち, Π(Sφ, χG) と Πφ(G) との間に１対
１の対応が存在するということだけであれば, いくつかの G と φ に対
して証明されている. また, 予想 6.3 もいくつかの G と φ に対して証
明されている.

Saito–Kurokawa liftの存在から, φが non-temperedのときは L-packet
だけを考えているのでは不十分であることが分かってきた. Arthur は
Π(G)のうちで大域的な保形表現の局所因子になると予想されるものに
ついて, L-packet を拡張した A-packet の存在を予想した.

予想 6.12 (Arthur). ψ を WF 上の準同形写像

ψ : WF × SU2 × SL2 −→ LG

で φ と同様の条件をみたすものとする (ψ は A-parameter と呼ばれ
る). また, ψ に関係する endoscopic data が全て条件 H ' LH をみた
しているとする. ( H ' LH とならない endoscopic data に対しては
z-拡大を使った定式化が必要になる). このとき, Π(G) の有限部分集合
Πψ(G) (A-packet と呼ばれる) で次の条件をみたすものが存在する.

(1) 空間
∑

π∈Πψ(G) C · J(π) のなかに 0 でない stable なものが存在
する (１つ選んで J(ψ) と書くことにする).
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(2) Langlands parameter φψ を

φψ(w, t) = ψ

(
w, t,

(
|w|1/2

|w|−1/2

))
, (w, t) ∈ WF × SU2

で定めると,
Πφψ

(G) ⊂ Πψ(G)

である.
(3) Sψ を Sφ と同様に定めるとき, Πψ(G) から Sψ の類関数への写
像が存在する. ( π ∈ Πψ(G) に対応する Sψ の類関数を ρπ と書
くことにする).

(4) (1) の J(ψ) を上手くとると,

TranG
H(J(ψH)) = c ×

∑
π∈Πψ(G)

ρπ(sψs) · J(π)

が成り立つ. 但し, sψ = ψ

(
1, 1,

(
−1

−1

))
とし, c ∈ C× は

π によらない定数で, H (resp. ψH) は予想 6.4 の場合と同様に
して s と ψ から定まる endoscopic group (resp. A-parameter)
とする.

Tempered の場合と同様に,

〈s, π〉 = ρπ(s), s ∈ Sφ, π ∈ Πψ(G)

とおく.

注意 6.13. この予想は U3 の場合には Rogawski [Rog90] により証明さ
れている.

注意 6.14. Gが splitしている場合でも Πψ(G) の位数と Π(Sψ, χG)の
位数が一致しない例があるということである.

7. 数体上の standard endoscopy

この節では G を数体 F 上定義された connected reductive group と
し, 大域的な endoscopy についての予想を説明する. LF を Langlands
予想により存在が予想されている Langlands group とする. また, 非ア
ルキメデス的な素点 v では LFv = WFv × SU2 とし, アルキメデス的な
素点 v では LFv = WFv とする. このとき, 大域的な A-parameter

ψ : LF × SL2 −→ LG

から局所的な A-parameter

ψv : LFv × SL2 −→ LF × SL2
ψ−→ LG

が得られる (と予想される). よって, 予想 6.12 から F の各素点 v に対
して A-packet Πψv(G) が与えられる. さて, 各素点 v で Πψv(G) から
１つづつ表現 πv をとる. 有限個の素点を除いて πv が不分岐になるよ
うにとれば, 制限直積 π = ⊗′

vπv を考えることにより G(A) の表現が得
られる. この表現 π は保形表現なのであろうか? 実際には π は必ずし
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も保形表現にはならない. いつ π が保形表現になるのかを考察するの
が大域的な endoscopy である.
局所体の場合と同様に Sψ,Sψ,Zψ を定める. (同様といっても as に

関する条件は少し異なる. [Art90, §4] の定義にならって as に関する
条件を与えるのが適当であると思われるが, ここでは厳密な定義をし
ないことにする). 各素点 v において Sψ ⊂ Sψv なので, 準同形写像
Sψ −→ Sψv が得られる. よって, s ∈ Sψ に対して 〈s, πv〉 が定まる. 局
所的な pairing 〈 , 〉 を (有限個の素点を除いて) 上手く正規化しておく
と, πv が有限個の素点を除いて不分岐であるという条件から, s ∈ Sψ に
対しては有限個の素点を除いて 〈s, πv〉 = 1 であることがいえる. よっ
て, pairing

〈s, π〉 =
∏

v

〈s, πv〉

を定めることができる. さて, G の中心の 1 を含む連結成分を ZG

と書くことにし, ZG(A)/ZG(F ) の character µ を一つ固定しておく.
LD = (Ĝ/Ĝder) o WF とすると, A-parameter ψ は

WF

ψ|WF−→ LG −→ LD

により ZG(A)/ZG(F ) の character µψ を定める. A-parameter ψ のな
かで, µψ = µ でしかも Cent(ψ, Ĝ)0 ⊂ Z(Ĝ) をみたすものが (このとき
ψ は elliptic であるという) L2(G(F )\G(A), µ) の discrete spectrum を
parametrize すると予想されている. (G(A) の L2(G(F )\G(A), µ) への
右正則表現を考えている).
各素点 v で G(Fv) の既約許容表現 πv をとり, 上と同様に有限個の

素点を除いて πv は不分岐であると仮定する. また, π = ⊗′πv とする.
さて, elliptic な A-parameter ψ で,

(1) 全ての素点 v で πv ∈ Πψv(G),
(2) µψ = µ,

となるものの同値類全体のなす集合を Ψ(π, µ) と書くことにする. (π
の中心指標の ZG(A) への制限が µ と一致しなければ, Ψ(π, µ) = ∅ で
ある).

注意 7.1. 局所的な A-parameter の同値類は Ĝ の adjoint action によ
る軌道であったが,大域的な A-parameterの同値類の定義は少し異なっ
ている. ([Art90] を参照).

注意 7.2. |Ψ(π, µ)| = 2 となることもある.

大域的な endoscopy についての予想は次のものである.

予想 7.3 (Arthur–Langlands). 大域的に上手く pairing 〈 , 〉 を正規
化する方法が存在して, π = ⊗′

vπv の L2(G(F )\G(A), µ) の discrete
spectrum での重複度は

(7.1)
∑

ψ∈Ψ(π,µ)

1

|Sψ|
∑
s∈Sψ

εψ(s)〈s, π〉
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で表される. 但し, εψ : Sψ −→ {±1} は ε-因子を使って定義される Sψ

の character である ( [Art90, §4] を参照).

注意 7.4. G が quasi-split の場合には, generic packet conjecture を仮
定すれば, Whittaker model の理論を使って pairing 〈 , 〉 を正規化する
ことができる. G が quasi-split の場合には, この正規化により予想 7.3
が成り立つと予想されている.

予想 7.3 は Langlands 対応を含んでいるので, 現在のところは証明
することが困難であるが, (7.1) と同様の形の重複度公式が成り立つこ
とは次の場合に証明されている.

• SL2 とその inner form: Labesse–Langlands [LL79].
• U3: Rogawski [Rog90].

また, SLn の inner form に関して次の結果を得た.

定理 7.5 (H. – H. Saito). G = SLn の場合, π が cuspidal な保形表現
であれば, (7.1) と同様の形の重複度公式が成り立つ.
また, G が SLn 以外の SLn の inner form の場合, π が cuspidal

tempered な保形表現でいくつかの条件をみたせば, (7.1) と同様の形の
重複度公式が成り立つ. (但し, この場合は, pairing 〈 , 〉 の正規化はで
きていない).
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algèbres centrales simples p-adiques. Representations of reductive groups
over a local field, 33–117, Travaux en Cours, Hermann, Paris, 1984.

[FGJR99] S. Friedberg, S. Gelbart, H. Jacquet, and J. Rogawski, Représentations
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[LS87] R. P. Langlands, and D. Shelstad, On the definition of transfer factors.
Math. Ann. 278 (1987), no. 1-4, 219–271.

[LS90] , Descent for transfer factors. The Grothendieck Festschrift, Vol.
II, 485–563, Progr. Math., 87, 1990.

[Ran72] R. Ranga Rao, Orbital integrals in reductive groups, Ann. of Math. 96
(1972), 505–510.

[Rog83] J. D. Rogawski, Representations of GL(n) and division algebras over a
p-adic field. Duke Math. J. 50 (1983), no. 1, 161–196.

[Rog90] , Automorphic representations of unitary groups in three vari-
ables. Annals of Mathematics Studies, 123. Princeton University Press,
Princeton, NJ, 1990.

[Sha83] F. Shahidi, Some results on L-indistinguishability for SL(r). Canad. J.
Math. 35 (1983), no. 6, 1075–1109.

[Sha74] J. A. Shalika, The multiplicity one theorem for GLn. Ann. of Math. (2)
100 (1974), 171–193.



ラングランズ予想について ～エンドスコピーをめぐって～ 21

[Vog93] D. Vogan, The local Langlands conjecture. Representation theory of
groups and algebras, 305–379, Contemp. Math., 145, (1993).

[Wal91] J.-L. Waldspurger, Sur les integrales orbitales tordues pour les groupes
lineaires: un lemme fondamental. Canad. J. Math. 43 (1991), no. 4,
852–896.

[Wal97] , Le lemme fondamental implique le transfert. Compositio Math.
105 (1997), no. 2, 153–236.
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