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イデアルの記号ベキというのは古典的な題材でありながら，その挙動に関しては
まだまだ分かっていないことが多いように（私には）思われます．この小文では，漸
近乗数イデアル（もしくは正標数におけるその類似）を用いて得られる，記号ベキ
に関する幾つかの結果について御報告したいと思います．以下 環 R の素イデアル
P が与えられたとき，P の 記号的 n 乗を P (n) := P nRP ∩ R と書くことにします．
また簡単のため整域の素イデアルの記号ベキのみ扱うことにします．

1 漸近乗数イデアル
Ein-Lazarsfeld-Smith は，標数 0 のアフィン正則環のイデアルについて，通常の
ベキと記号ベキの増大度を比較して，次のような結果を得ました．

定理 1.1 ([3, Theorem 2.2]). R を標数 0 のアフィン正則整域，P を高さ h > 0 の
R の素イデアル とする．このとき任意の自然数 n に対して， P (hn) ⊆ P n が成り
立つ．

定理 1.1 の証明で重要な役割を果たすのが，漸近乗数イデアル J (t · a•) と呼ば
れるイデアルです．このイデアルはイデアルの次数付き族 a• = {am} と実数 t ≥ 0

に付随する乗数イデアルとも言うべきイデアルで，普通の乗数イデアルと類似の性
質を満たします．漸近乗数イデアルの定義を述べる前に，イデアルの次数付き族に
ついて復習しましょう．ネーター整域 R のイデアルの次数付き族 a• = {am}m≥0 と
は， R のイデアル am の集まりで a0 = R, a1 6= 0 でかつ 任意の自然数 k, l に対し
ak · al ⊆ ak+l を満たすものです（[3], [14] の流儀と多少異なりますが，ここではこ
れを定義とします）．例えば，記号ベキの集まり P (•) = {P (m)}m≥0（P は R の素
イデアル）はイデアルの次数付き族です．

定義 1.2. R を標数 0 の Q-Gorenstein アフィン整閉整域とし，t ≥ 0 を非負の実数
とする．

(1) ([14, Definition 9.2.3]) a を R の非零イデアルとし，a のログ特異点解消 f :

Y → X := Spec R をとる．すなわち f は aOY = OY (−F ) が可逆で Supp(F ) ∪



Exc(f)が単純交差因子になるような X の特異点解消である．このとき指数 t の a

の乗数イデアル J (at) を次のように定義する．

J (at) = H0(Y,OY (dKY/X − tF e)) ⊆ R.

J (at) は f の取り方に依らない ([14, Theorem 9.2.18])．
(2) ([14, Definition 11.1.15]) a• = {am} を R のイデアルの次数付き族とする．こ

のとき，乗数イデアルの定義から，任意の自然数 k, l について J (a
t/k
k ) ⊆ J (a

t/kl
kl )

が成り立つ ([14, Lemma 11.1.14])．これより乗数イデアルの族 {J (a
t/m
m )}m≥1 は包

含関係に関して 1つだけ極大元を持つ（極大元の存在は Rのネーター性から従う）.

この極大元を係数 t の a• の漸近乗数イデアルと呼び，J (t · a•) と記す．

（漸近）乗数イデアルについての詳しい解説は [14, Part Three] を参照して下さ
い．定理 1.1 の証明に必要な漸近乗数イデアルの性質は次の 3 つだけです．

補題 1.3 ([14, Theorem 11.1.19]). Rを標数 0 の Q-Gorenstein アフィン整閉整域と
し，a• = {am} を R のイデアルの次数付き族とする．また実数 t ≥ 0 を 1 つ固定
する. このとき任意の非負整数 k, l ≥ 0 に対し，

akJ (l · a•) ⊆ J ((k + l) · a•).

上の補題は漸近乗数イデアルの定義からほぼ明らかですが，残りの 2 つは非自明
です．次は（乗数イデアルに関する）Skodaの定理と呼ばれるもの（の特別な場合）
です．

命題 1.4 (cf. [14, Theorem 9.6.21], [15]). R を標数 0 の Q-Gorenstein アフィン整
閉整域とし，P ⊂ R を高さ h > 0 の素イデアルとする．また P (•) = {P (m)} を P

の記号ベキからなる次数付き族とする．このとき

J (h · P (•)) ⊆ P.

定理 1.5 ([14, Theorem 11.2.3], cf. [2, Variant 2.5]). Rを標数 0 のアフィン正則整
域とし，a• = {am} を R のイデアルの次数付き族とする．また実数 t ≥ 0 を 1 つ
固定する. このとき任意の非負整数 k, l ≥ 0 に対し，

J (t(k + l) · a•) ⊆ J (tk · a•)J (tl · a•).

特に任意の自然数 n に対し，

J (tn · a•) ⊆ J (t · a•)
n

上の定理 1.5 は漸近乗数イデアルの劣加法性と呼ばれるもので，Demailly-Ein-

Lazarsfeld によって最初に証明されました．補題 1.3, 命題 1.4 は特異点を持った環
に対しても成り立ちますが，定理 1.5 は正則な環上でしか成り立ちません．簡単な
例を 1 つ見てみましょう．



例 1.6. R = C[X,Y, Z]/(XY − Z3) を A2-特異点とし，a = (x, y2, yz, z2) ⊂ R とお
く．また a• = {am} を a のベキからなる次数付き族とする．このとき

a = J (1 · a•) 6⊆ J (
1

2
· a•)

2 = (x, y, z)2

となり，漸近乗数イデアルの劣加法性は成り立たない．

以上の 3 つの漸近乗数イデアルの性質を認めると，定理 1.1 の証明は至極簡単
です．

定理 1.1 の証明. P (•) = {P (m)} を P の記号ベキからなる次数付き族とする．P (•)

に補題 1.3，定理 1.5，命題 1.4を順番に適用すると，

P (hn) = P (hn)J (0 · P (•)) ⊆ J (hn · P (•)) ⊆ J (h · P (•))n ⊆ P n.

ここで特異点を研究する者としては，次の疑問が頭に浮かびます: Rが特異点を持
つ場合に定理 1.1 は拡張できるか？ 定理 1.5 は正則な環に対してしか成り立ちませ
んので，Ein-Lazarsfeld-Smithの証明はこの場合機能しません．従って特異点を持つ
場合を考えるには，何らかの新しいアイディアが必要になります．Hochster-Huneke

は，密着閉包の理論を使って，この問いに対する 1 つの答えを提示しました．

2 判定イデアルの一般化
Ein-Lazarsfeld-Smithが定理 1.1を証明してからほどなくして，Hochster-Huneke

は，全く別の方法，密着閉包と呼ばれる正標数の可換環の理論を用いて，定理 1.1を
（標数 0 を含む）任意の等標数の正則環に対して証明しました ([10, Theorem 2.6])．
密着閉包とは，1980年代後半にHochster と Huneke によって導入されたイデアル
（もしくは加群）の閉包操作で，今日では可換環論における強力な道具の 1 つとなっ
ています．密着閉包の定義や基本的性質については [9], [12] を参照して下さい．さ
らに Hochster-Hunekeは，Jacobiイデアルを使って，特異点を持つ場合に定理 1.1

を拡張しました．

定理 2.1 ([10, Theorem 3.7]). K を完全体とし，R を K 上のアフィン整域とする．
P ⊂ R を高さ h > 0 の素イデアル，J = J(R/K) を R のK 上の Jacobiイデアル
とする．このとき任意の自然数 n に対して，τ(R)JnP (hn) ⊆ P n が成り立つ. ただ
し τ(R) は R の判定イデアルである（判定イデアルについては下記参照）．一般に
J ⊆ τ(R) なので ([11, (1.5.5)])，特に Jn+1P (hn) ⊆ P n．



ネーター環 R の判定イデアル τ(R) ⊆ R は τ(R) =
⋂

I⊆R I : I∗（I∗ はイデアル
I の密着閉包，I は R の全てのイデアルを動く）と定義され，密着閉包の理論にお
いて中心的な役割を担います．
これで特異点を持つ場合にも定理 1.1 が拡張できることは分かりましたが，定理

2.1 の結果は最良と言えるのでしょうか？ 次の例を見てみましょう．

例 2.2 ([10, Example 3.8]). n ≥ 2 とし R = k[X,Y, Z]/(XY − Zn) を標数 p > 0

の An−1-特異点とする． P = (y, z) ⊂ R とおくと，P は高さ 1 の素イデアルで
P (n) = (y) となる． 一方 R の Jacobiイデアルは J = (x, y, zn−1)．また R の判定
イデアル τ(R) は単位イデアル R と一致する（R がF-正則環だから．詳しくは [9],

[12] を参照のこと）．従って τ(R)Jn−1P (n) ⊆ P n だが，τ(R)Jn−2P (n) 6⊆ P n （左辺
は yn−1 を含むが，右辺は含まない）．

この例を見ると，自然と次の疑問が頭に浮かびます．

問題 2.3. 定理 2.1 において Jacobiイデアル J の指数を 1 減らせるか？（例 2.2 か
ら 2 以上は減らせない）

この疑問に答える上で重要な役割を担うのが，原-吉田による判定イデアルの一
般化です．原は判定イデアル τ(R) の概念を一般化して，イデアルの次数付き族
a• = {am} と実数 t ≥ 0 に付随する τ̃(t · a•) というイデアルを導入しました．
τ̃(t · a•) の定義を述べる前に，記号を用意します．R を標数 p > 0 の整域とし，
F : R → R を R の元 x を xp に送る Frobenius 射とします．e 回 Frobenius 射
F e : R → R を通じて R を R-加群と見なすときは，eR と書くことにします．さら
に 1R が有限生成 R-加群になるとき，R はF-有限であると定義します．また R の
イデアル I が与えられたとき，任意の q = pe > 0 に対して I [q] := (aq | a ∈ I)R と
定義します．

定義 2.4. a• = {am} を 標数 p > 0 の ネーター整域 R のイデアルの次数付き族，
t ≥ 0 を非負の実数とする．

(1) ([6, Definition 2.7]) M を R-加群とする. このとき 零加群 0 の M における
t · a•-密着閉包 0∗t·a•M ⊆ M を以下のように定義する: z ∈ M が 0∗t·a•M に含まれると
は，ある非零元 c ∈ R が存在して 十分大きい全ての q = pe À 0 に対し

z ⊗ cadtqe = 0 ∈ M ⊗R
eR.

(2)(cf. [6, Definition 2.9]) E =
⊕

m ER(R/m) を m が R の全ての極大イデアル
を動くときの 剰余体 R/m の入射包絡 ER(R/m) の直和とする．このときイデアル
τ̃(t · a•) を次のように定義する．

τ̃(t · a•) = AnnR(0∗t·a•E ) ⊆ R.

特に a• = {am} が R のイデアル a のベキからなる次数付き族の場合には τ̃(t · a•)

を τ̃(at) と，a• = {R} が単位イデアル R からなる自明な次数付き族の場合には単
に τ̃(R) と書くことにする.



注意 2.5. (1) τ̃(R) は判定イデアル τ(R) に含まれる ([9, Proposition 8.23])．さらに
R がQ-Gorenstein正規環の場合には，τ̃(R) = τ(R) が成り立つ ([1])．この意味で
τ̃(t · a•) は判定イデアル τ(R) の一般化になっている．

(2) R が F-有限ならば，イデアル τ̃(t · a•) は局所化・完備化と可換である ([7,

Propositions 3.1, 3.2])．
(3) R を標数 p > 0 のアフィン整域，J を R の Jacobiイデアルとする．このとき

J ⊆ τ̃(R) が成り立つ．さらに (R, m) がアフィン整域の局所環の場合には，より強
く任意の ε > 0 に対し J ⊆ τ̃(mdim R(1−ε)) となることが示せる（[17, Theorem 4.6]

の証明の後半部分とほぼ同じ議論から従う）．

原-吉田は，この τ̃(t · a•) というイデアルが漸近乗数イデアル J (t · a•) の正標数
における類似になっていることを証明しました．

定理 2.6 ([8, Theorem 6.8]). R を標数 0 の Q-Gorenstein アフィン整閉整域とし，
a• = {am} を R のイデアルの次数付き族とする．また実数 t ≥ 0 を 1 つ固定する．

(R̃, ã•, ˜J (t · a•)) を (R, a•,J (t · a•)) の十分大きい標数 p À 0 への還元とすると，

˜J (t · a•) = τ̃(t · ã•)

定理 2.6 のおかげで，イデアル τ̃(t · a•) を介して漸近乗数イデアル J (t · a•) の
局所的性質を調べられるようになりました．さらに τ̃(t · a•) の研究が進むにつれて，
（十分大きな p À 0 ではなく) 固定された標数 p > 0 においても，イデアル τ̃(t · a•)

は 漸近乗数イデアル J (t · a•) と類似の様々な良い性質を満たすことが分かりまし
た．特に補題 1.3，命題 1.4 の類似が成り立ちます．

補題 2.7 ([17, Lemma 4.5]). a• = {am} を標数 p > 0 のネーター整域 R のイデア
ルの次数付き族とし，t ≥ 0 を非負の実数とする. このとき任意の非負整数 k, l ≥ 0

に対し，
akτ̃(l · a•) ⊆ τ̃((k + l) · a•).

命題 2.8 ([7, Theorem 4.2]). R を標数 p > 0 のF-有限なネーター整域とし，P ⊂ R

を高さ h > 0 の素イデアルとする．P (•) = {P (m)} を P の記号ベキからなる次数付
き族とする．さらに RP の剰余体 RP /PRP は無限体であると仮定する．このとき

τ̃(h · P (•)) ⊆ P.

さらに原-吉田は定理 1.5 の類似も証明しました（[8, Theorem 6.10], τ̃(t · a•) の劣
加法性）．しかしながら彼らの証明は本質的にDemailly-Ein-Lazarsfeldのものと同
じで，非特異な環上でしか機能しないものでした．もしこの τ̃(t · a•) の劣加法性を
特異点を持つ場合に拡張できれば，漸近乗数イデアル J (t · a•) の代わりに τ̃(t · a•)

を使ってEin-Lazarsfeld-Smith の証明をなぞることによって，定理 1.1 を特異点を
持つ場合に拡張できます．



漸近乗数イデアル J (t · a•) に比べ，τ̃(t · a•)にはMatlis双対性が使えるという利
点があります．この利点を生かし，Jacobiイデアルを使うことによって τ̃(t · a•) の
劣加法性を特異点を持つ環に対して拡張したのが，次の定理です．

定理 2.9 ([17, Proposition 4.4]). R を標数 p > 0 の完全体 K 上のアフィン整域と
し，J = J(R/K) を R の K 上の Jacobiイデアルとする．さらに a• = {am} を R

のイデアルの次数付き族とし，実数 t ≥ 0 を 1 つ固定する．このとき任意の非負整
数 k, l ≥ 0 に対して，

Jτ̃(t(k + l) · a•) ⊆ τ̃(tk · a•)τ̃(tl · a•)

が成り立つ．特に任意の自然数 n に対し，

Jn−1τ̃(tn · a•) ⊆ τ̃(t · a•)
n.

補題 2.7，命題 2.8，定理 2.9 を使い Ein-Lazarsfeld-Smithの証明をなぞることに
よって，定理 1.1 を特異点を持つ場合に拡張できます．この拡張は問題 2.3 に対す
るほぼ完璧な解答になっています．

定理 2.10 ([17, Theorem 4.6]). R を標数 p > 0 の完全体 K 上のアフィン整域とし，
J = J(R/K) を R の K 上の Jacobiイデアルとする．また P ⊂ R を高さ h > 0 の
素イデアルとする．このとき任意の自然数 n に対し，

τ̃(R)Jn−1P (hn) ⊆ P n

が成り立つ．特に
Jna(hn) ⊆ P n.

3 Eisenbud-Mazur予想
Einsenbud-Mazurは，正則局所環の素イデアル P の記号的 2 乗 P (2) について，

次のような予想を立てました．

予想 3.1 ([4]). (R, m) を等標数 0 の正則局所環とし，P を R の素イデアルとする．
このとき P (2) は mP に含まれる．

R が正標数もしくは混標数の環の場合には反例が知られていますが（[4] 及び [13]

を参照），等標数 0 の場合は未解決です．しかしながら，定理 2.10 の証明と類似の
テクニックを使うことによって，正標数の環においても Eisenbud-Mazurの予想に
「比較的近い」結果を証明することができます．



定理 3.2. (R, m) を標数 p > 0 の F-有限な正則局所環とし，P ⊂ R を高さ h > 0

の素イデアルとする．このとき次が成り立つ．
(1) P (h+1) ⊆ mP .

(2) もし R/P が F-純（Frobenius射 F : R/P → 1R/P が分裂する）ならば,

P (2h−1) ⊆ P 2.

証明. P (•) = {P (m)} を P の記号ベキからなるイデアルの次数付き族とし，m を
τ̃(k ·P (•)) = R を満たす非負整数 k のうち最大のものとする．τ̃(0 ·P (•)) = R より，
このような m は必ず存在する．

(1) 補題 2.7，命題 2.8，定理 2.9 及び m の定義より，

P (h+1) = P (h+1)τ̃(m · P (•)) ⊆ τ̃((m + h + 1) · P (•))

⊆ τ̃((m + 1) · P (•))τ̃(h · P (•))

⊆ mP.

(2) R が正則で R/P がF-純なので，Fedderの判定法 [5] より，任意の q = pe > 0

に対して (P [q] : P ) 6⊆ m[q]．また (P [q]RP : PRP ) = P h(q−1)RP + P [q]RP より，任意
の q = pe À 0 に対し (P [q] : P ) ⊆ P (q) が成り立つ．従って任意の q = pe À 0 に対
し P (q) 6⊆ m[q] となり，これは τ̃(1 · P (•)) = R を意味する (cf. [16, Lemma 3.9]). こ
こで補題 2.7，命題 2.8，定理 2.9 を P (•) に適用すると，

P (2h−1) = P (2h−1)τ̃(1 · P (•)) ⊆ τ̃(2h · P (•))

⊆ τ̃(h · P (•))2

⊆ P 2.

注意 3.3. 定理 2.10, 定理 3.2 は正標数の環についての主張だが，定理 2.6 を用いる
ことによって，標数 0 の（Q-Gorenstein 正規）アフィン環に関する同様の主張をも
導く．
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