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1. 問題
一般Cartan行列 C（簡単のため既約と仮定しておく．第 2節参照）は，Cに付随す

るKac-Moody Lie代数 g（第 3節参照）の構造を決定し，型がCである（第 4節参照），
遺伝Artin環Aは，Cによってその構造をかなり限定される．Cと gおよび，CとA
とは，次の表に示すように互いに深い関係をもっている．

g C A
対称化可能 対称化可能 体上有限次元多元環（Artin多元環）
対称 対称 クイバー多元環
単純 Dynkin (An, . . . , G2) 有限表現型
affine affine tame

従って，Cを通じて gとAとは関係し合っているが，直接にどのような関係をもっ
ているのかが問題になる．まず最初に，Gabrielによって，CがDynkin型である場合
に，gの正ルートの全体Φ+とA上の直既約加群の次元ベクトルの全体とが 1対 1に対
応する，ということが発見された（第 5節参照）．その後Ringelは，Hallが可換 p群の
同型類全体を用いて構成した環の定義を（Macdonald [19]参照），可換 p群の代わりに
有限体上の有限次元多元環の上の有限次元加群を用いたものへ自然に拡張して，今日
Ringel-Hall algebraとよばれるものを定義し，（第 6節参照），これ用いることによって，
gとAとの間のより緊密な結びつきを見いだした．すなわち，gの正部分 n+を（あるい
はもっと強く n+の量子展開環を）A上の直既約加群の同型類全体を用いて再現して見
せたのであった（第 7節参照）．Ringel-Hall algebraを用いた gとAとの結びつきの研
究は，近年Peng-Xiao, Green, Xiaoおよびその他の人々によってさらに発展させられ，
C に対応する量子群（gの量子展開環）を多元環の表現論を用いて研究する道を開い
た（第 8節参照）．Ringel-Hall algebraの研究は，Bauman-Kassel [3], Schiffmann [27],
Lin-Peng [18], Deng-Xiao [5, 6], Frenkel-Malkin-Vybornov [9]などの最近の仕事によっ
てますますその重要性を増してきているが，日本ではこれについての解説はこれまで
ほとんど行われてきていないように思われる．本稿では，このRingel-Hall algebraを
用いる上述の研究の流れを，Uq(n+)の実現を中心にして概説する．

2. 準備
本稿を通して，k は体とし，k上有限次元の結合代数を単に多元環とよぶ．多元環

A にたいして，mod A で k上有限次元の（右）A-加群全体のなす圏を表し，直既約
加群のなす mod A の充満部分圏を ind A で表す．各 X ∈ mod Aに対して，X の同
型類を [X]で表し，[mod A] := {[X]|X ∈ mod A} = mod A/ ∼=, [ind A] := {[X]|X ∈
ind A} = ind A/ ∼= とおく．以下，nを正整数とし，I := {1, 2, . . . , n}とおき，Cを I
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上の一般Cartan行列とする．すなわち，C = (aij)i,j∈I は Z上の正方行列で，3つの
条件 (i) ∀i ∈ I, aii = 2; (ii) ∀i(6=)j ∈ I, aij ≤ 0; (iii) ∀i, j ∈ I, aij = 0 ⇐⇒ aji = 0 を
満たすものとする．また，ΓをCに対応する valued graphとする．すなわち，頂点集
合を Iとし，i(6=)j ∈ Iが辺で結ばれている条件を aij 6= 0で与え，i, jを結ぶ辺の上に
value (−aij,−aji)を与えることによって定義される valued graphであるとする．Cは
Γによって完全に定まる．C が既約であるとは，この Γが graphとして連結であるこ
とである．以後，簡単のためにCは，既約であると仮定する．さらに，Cが対称化可
能であるとは ∃(di)i∈I ∈ ZI ,∀i, j ∈ I, diaij = djaji が成り立つことである．以下，Cは
対称化可能であると仮定する．

3. Kac-Moody Lie代数
この節では，gの定義を復習する（詳しくは Kac [16]等の教科書参照）．話全体の都

合上，C上ではなくQ上で考えることにする．

定義 3.1. gは次の生成元と関係式で定義されるQ上の（あるいは普通はC上の）Lie
代数である：
生成元：ei, hi, fi (i ∈ I).
関係式：∀i, j ∈ I に対して，[hi, hj] = 0, [hi, ej] = aijej, [hi, fj] = −aijfj, [ei, fj] =

δijhi; および，（Serreの関係式：）i 6= jならば (ad ei)
1−aijej = 0, (ad fi)

1−aijfj = 0.
ただし，δijはKroneckerのデルタ，∀x, y ∈ g, (ad x)y := [x, y]である．

注意 3.2. Kacの本で定義されているKac-Moody Lie 代数を g′とおくと，g = [g′, g′]
となっている．これら 2つは同じ表現論を持つので，ここでは簡単のため上の定義を
採用する．

ここで，ZI =
⊕

i∈I Zαi, ∀i, j ∈ I, αi : I → Z, αi(j) := δij とおいて，∀i ∈
I, deg(ei) := αi, deg(hi) := 0, deg(fi) := −αi によって，gの生成元の次数を定める
と，g =

⊕
α∈ZI gαは ZI-gradedとなる．

定義 3.3. gα 6= 0となるα ∈ ZI \{0}を gのルート，その全体Φを gのルート系とよぶ．
gのルートのうち，その成分がすべて非負であるものを正ルートとよび，その全体をΦ+

とおくと，Φは，Φ+とΦ− := −Φ+との disjoint unionとなっている．n+ :=
⊕

α∈Φ+ gα

を gの正部分とよぶ．これは gの部分 Lie代数であり，生成元 ei (i ∈ I)と Serreの関
係式で定義される．

g, n+の展開環をそれぞれU(g), U(n+)とおく．また，それらの量子展開環をそれぞ
れUq(g), Uq(n

+)とおく．後者の 2つはここでは，v2 = qとなる変数 vの 1変数有理式
体Q(v)上の結合代数と考える（詳しくは第 8節参照）．

4. 遺伝多元環
この節では，CとAの関係を復習する（詳しくは，Gabriel [11], Dlab-Ringel [7, 8]

等参照）．

定義 4.1. Aを遺伝的多元環すなわち，大域次元が 1以下の多元環，Jをその Jacobson
根基をとし，A 3 1 = e1 + · · · + emを Aの単位元の直交原始冪等元の和への分解と
する．このとき斜体 Fi := eiAei/eiJeiと (Fj, Fi)-両側加群 jMi := ejJei/ejJ

2ei (i, j =
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1, 2, . . . , m) の組 S(A) := (Fi, jMi)i,j∈I を，Aの speciesとよぶ．これは，個々の成分
の順序と同型を除いて，上でとったAの単位元の分解の仕方によらすに決まる．次に，

cij :=

{
2 (i = j);

−(dimFj jMi + dim iMjFj
) (i 6= j)

によって行列C(A) = (cij)を定義する．これをAの型という．また，C(A)に対応する
valued graphをΓ(A)とし，Γ(A)の各辺 i—jを矢 i → jに取り替える条件を jMi 6= 0と
することによって，Γ(A)の向きづけΩ(A)を定義する．このようにして決まる，(valued)
クイバー Q(A) := (Γ(A), Ω(A))を species S(A)の型あるいはAのクイバーという．以
上により，Aから型Q(A)を持つ speciesS(A)が定まった．

注意 4.2. (1) 上において，Aが有限次元遺伝的であることから，jMi 6= 0と iMj 6= 0
は同時には起こらないことに注意しておく．したがって，cijの定義式の 2行目の和に
おいて，実際には少なくとも一方の項は 0である．このことから直ちに，C(A)が一般
Cartan行列になっていることが分かる．

(2) 各 iについて，di := dimk Fiとおけば，i 6= jに対して，

dicij = −(dimk jMi + dimk iMj) = djcji

が成り立つので，C(A)は，対称化可能である．

定義 4.3. (1) Qを対称化可能な (valued)クイバーとする．すなわち，Qの underlying
graphは，ある対称化可能な一般 Cartan行列に対応する valued graphであるとする．
このとき，一般にQを型に持つ speciesとは，Qの各点 iに対して与えられた k上有
限次元の斜体 Fi と，Qの各矢 i → j (i 6= j)に対して，それに与えられた valueが
(dimFj jMi, dim jMiFi

)となるような (Fj, Fi)両側加群 jMiとの組S := (Fi, jMi)のこと
である．

(2) 上の species Sに対して，F :=
∏

i Fi, M :=
⊕

i,j jMiとおき，Mに自然な (F, F )

両側加群の構造を与える．このとき多元環 T (S)を次で定義する：

T (S) := T (F MF ) := F ⊕M ⊕ (M ⊗F M)⊕ · · · .

すると，これは遺伝多元環になる．

命題 4.4. 遺伝多元環Aと species Sに対して次が成り立つ．
T (S(A)) ∼= A,S(T (S)) ∼= S.

さて，Γの任意の向きづけ Ωに対して，Q = (Γ, Ω)を型に持つ species S を構成
することができるので，A = T (S)ととれば，C(A) = C が満たされる．そこで以下
Aを C(A) = C であるような遺伝多元環とし，K0(A)をそのGrothendieck群とする．
Si := eiA/eiJ (i ∈ I)は，単純A加群の同型類の完全代表系をなしているので，対応
[Si] 7→ αiは，同型K0(A) → ZI を定義する．これと標準写像mod A → K0(A)との合
成を dim: mod A → ZI とおくと，

∀X ∈ mod A, dim X = (dim eiX)i∈I .
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5. 最初の結びつき
定理 5.1 (Gabriel [10], Dlab-Ringel [7, 8]). CがDynkin型（An, Bn, . . . , G2）であるこ
とと，Aが有限表現型であることとは同値である．このとき，dim(ind A) = Φ+が成り
立ち，dimの導く写像 [ind A] → Φ+は，全単射となっている．

一般に，ルートの全体は，実ルートと虚ルートに分かれる．正ルートのうち実【虚】
ルートであるものの全体をΦ+

re【Φ+
im】とかくと，Φ+ = Φ+

re tΦ+
im．また，CがDynkin

であるとき（また，そのときに限って）Φ+
im = ∅であることが知られている．

定理 5.2 (Kac [14, 15]). Cが対称行列であるときにも，dim(ind A) = Φ+が成り立ち，
dimの導く写像，dim−1(Φ+

re) → Φ+
reは全単射であるが，dim−1(Φ+

im) → Φ+
imは単射にな

らない．

以上 2つの定理の与える [ind A]と Φ+との関係は，Aと gとの間にもっと深い関係
があることを示唆している．

6. Ringel-Hall algebras

以下，kを有限体とし，その元の個数を qとおく．また集合 Sに対して，その濃度を
|S|で表す．このとき，Aも有限集合になるので，∀X ∈ mod A, |X| < ∞が成り立つ．
定義 6.1. Rを標数 0の可換環とする．R上のAのRingel-Hall代数HR(A)とは，自由
R加群

HR(A) := R([mod A]) =
⊕

[X]∈[mod A]

Ru[X]

（ただし，u[X]([Y ]) := δ[X],[Y ]）に次で定義される乗法を入れたものである：

u[X] · u[Y ] :=
∑

[Z]∈[mod A]

gZ
XY u[Z], ∀X,Y ∈ mod A.

ただし，gZ
XY := |{M ≤ Z|X ∼= Z/M, Y ∼= M}|であり，これはHall数とよばれている.

注意 6.2. 上の設定のもとで，WZ
XY := {(f, g) ∈ HomA(Y, Z) × HomA(Z, X) | 0 →

Y
f−→ Z

g−→ X → 0が完全列 }とおくと，容易に分かるように，

gZ
XY =

|WZ
XY |

|AutA(X)| · |AutA(Y )|
が成り立つ．ここの完全列を三角圏における三角列に置き換えることで，三角圏にお
けるHall数を考えることができる．

Ringel [22]によって次のことが示されている．

定理 6.3. HR(A)は，1 = u[0]を単位元にもつ，R上の結合代数である．

注意 6.4. HR(A)の同型類は，一般に，向き付けΩが変わると変わるが，次に定義す
る，RR(A)の同型類は，Ωによらないことが知られている．
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定義 6.5. Rを標数 0の可換環で，v2 = qとなる元 vおよびその逆元 v−1を含んでいる
ものとする．このときR上のAの twisted Ringel-Hall代数RR(A)とは，R加群として
はHR(A)と同じものであり，次で定義される乗法 ∗を持つものである：

u[X] ∗ u[Y ] := v〈X,Y 〉u[X] · u[Y ], ∀X,Y ∈ mod A.

ただし，
〈X,Y 〉 := dimk HomA(X,Y )− dimk Ext1

A(X,Y )

とする．このとき次の式が成り立つことに注意しておく：

v〈X,Y 〉 =

√∏
i≥0

|Exti
A(X,Y )|(−1)i .

定理 6.6 (Ringel [25]). RR(A)は，1 = u[0]を単位元にもつ，R上の結合代数である．

例 6.7. valuedクイバーQにおいて，2頂点 i, jが，value (1, 1)をもつ矢で，次のよう
に結ばれているとする：

i
(1,1)

// j.

このとき，soc M ∼= Sj, top M(:= M/ rad M) ∼= SiとなるM ∈ ind Aが同型を除いて

ただ 1つ存在する．これをもちいて，
[
i
j

]
:= u[M ]とおく．また，us := u[Ss], [s t] :=

u[Ss⊕St],∀s, t ∈ Iとおく．このとき上の定義に従って計算すると，HR(A)において，

ui · uj = [i j] +

[
i
j

]
, uj · ui = [i j], u2

i = (q + 1)[i i]

となる．さらに，
〈Si, Si〉 = 1 = 〈Sj, Sj〉, 〈Si, Sj〉 = −1, 〈Sj, Si〉 = 0

より
ui ∗ uj = v−1ui · uj, uj ∗ ui = uj · ui, u∗2i = vu2

i

が成り立つ．

7. n+, U(n+), Uq(n+)の実現
第 5節の最後に述べたように，定理 5.1と 5.2は，Aと gとの間にもっと深い関係が

あることを示唆していたが，実際，その例として，まずAが有限表現型のとき，Ringel
によって [ind A]から n+および U(n+)が実現され，またさらに Uq(n+)も実現された．
そののち同様の主張は，Ringel, Peng-Xiaoらによって，有限表現型とは限らない一般
の場合，すなわちCが任意の対称化可能な一般Cartan行列の場合についても証明され
た．この節では，これについて概説する．ところで，Uq(n+)を実現すれば，q = 1とお
いて U(n+)が実現され，さらにそこから n+も実現されるので，ここでは Uq(n+)の実
現を中心にして話をまとめ直すことにする．
量子群 Uq(n+)の定義関係式である，量子 Serre関係式は次の定理 7.1に述べる形に

なるが，これはもとの n+ のもっていた Serre関係式をU(n+)のなかで，リーブラケッ
トを交換子と見て，書き直したものを量子化したものになっている．この実現問題に
は，3つのキーがあるが，次の定理はその最初のキーとなる．
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定理 7.1 (Ringel [23, 25]). RR(A)において，ui := u[Si] (i ∈ I)は，量子 Serre関係式
n(i,j)∑
t=0

(−1)t

[
n(i, j)

t

]

di

u
n(i,j)−t
i uju

t
i = 0

を満たす．ただし，n(i, j) := 1− aij (∀i, j ∈ I) とおいた（量子 2項係数の記号につい
ては次の定義を参照）．
定義 7.2. 整数 0 ≤ t ≤ mに対して，

[m] :=
vm − v−m

v − v−1
, [m]! := [m][m− 1] · · · [1],

[
m
t

]
:=

[m]!

[t]![m− t]!
(∈ Z[v, v−1])

とおき，各 φ(v) ∈ Z[v, v−1]と d ∈ Nに対して，φd(v) := φ(vd)と定義する．
例 7.3. （この例は，CがDynkin型の対称行列の場合，上の定理の証明にもなってい
る．）例6.7のように，valuedクイバーQにおいて，2頂点 i, jが，value (1, 1)をもつ矢で
結ばれているとし，di = dj = 1とする．また，

[
i i j

]
:= u[Si⊕Si⊕Sj ],

[
i

i
j

]
:= u[Si⊕M ]

とおく．このとき，n(i, j) = 1− (−1) = 2であることに注意する．定義にしたがって
計算すると次が得られる．

u2
i uj = (q + 1)

[
i i j

]
+ (q + 1)

[
i

i
j

]
,

uiujui = (q + 1)
[
i i j

]
+

[
i

i
j

]
,

uju
2
i = (q + 1)

[
i i j

]

これより，
u2

i uj − (q + 1)uiujui + quju
2
i = 0

が得られ，両辺に v−1を掛けて例 6.7の計算結果を使うと，この場合の量子Serre関係式
u∗2i ∗ uj − [2]ui ∗ uj ∗ ui + uj ∗ u∗2i = 0

が得られる．
ここでは，量子群 Uq̃(n+)の定義として次のものを用いる．

定義 7.4. ṽを不定元とし，Z[ṽ, ṽ−1]のなかで q̃ = ṽ2とおく．また，量子 2項係数を vの
代わりに ṽをもちいて定義する．このとき，Uq̃(n+)とは，ei (i ∈ I)を生成系とし，こ
れらに関する量子 Serre関係式を基本関係式とするQ(ṽ)代数である．よって特に ṽ = 1
を代入すると，U1(n+) = U(n+)となる．

2つめのキーは，基礎体 kの元の個数 qを変数にする方法である．それには，2通り
の方法がある．一つは，Hall多項式を用いる方法，もう一つは，代数の無限直積の部分
代数を用いる方法である．前者は，取り扱いが比較的簡単であるが，Hall多項式の存
在が保証されている場合1 にしか用いることはできないので，少々面倒でもここでは．
どのような場合にも用いることができる後者について解説する．

1Hall多項式の存在は，Aが有限表現型遺伝多元環や，それに近い有限表現型多元環 (representation-
directed algebras) および A

(1)
n 型の tame遺伝多元環の場合に証明されている．
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さて，dを di (i ∈ I)の最小公倍数とし，kの代数閉包 kを一つ固定しておく．この
とき次のような kの有限次拡大体からなる無限集合Kを考える．

K := {K ⊂ k | [K : k] ≡ 1 (mod d)}
すると，各K ∈ Kに対して，AK := A⊗kKはK上の遺伝多元環であり，Cを型に持つ．
また，{SK

i := Si ⊗k K|i ∈ I}は単純AK加群の同型類の完全代表系をなす．各K ∈ K
に対して，qK := |K|とおき，vK :=

√
qK ∈ Rとする．ここで，Π :=

∏
K∈KRQ(vK)(A

K)
を考え，ũi := (u[SK

i ])K∈K ∈ Π とおく．ũi (i ∈ I)で生成されるΠの部分代数 C(A)を
Aの組成代数とよぶ．このとき，q̃ := (qK)K∈Kおよび ṽ := (vK)K∈Kが，qおよび vの
「変数化」としての役割を果たす．作り方から，ṽ2 = q̃であることに注意する．
定理 7.5 (Ringel). Q(ṽ)代数の同型

Uq̃(n+) → C(A), ei 7→ ũi

が存在する．これより特に，U(n+) ∼= C(A)/(q̃ − 1) が成り立つ．
3つめのキーは，次の補題である．

補題 7.6 (Ringel [22, 24]). X,Y, Z ∈ mod Aとする．Zが直既約でなければ，
gZ

XY − gZ
Y X ≡ 0 (mod q − 1).

この補題により，L(A) := ⊕[X]∈[ind A]ZuX とおくと，
L(A)/(q − 1) := L(A)/(q − 1)L(A)

は，ブラケット [u[X], u[Y ]] :=
∑

[Z]∈ind A](g
[Z]
XY − g

[Z]
Y X)u[Z] によって Z/(q − 1)Z上の Lie

代数になる．ここで第 2のキーと同様にして，
∏

K∈K L(AK)/(qK − 1)の部分 Lie代数
で，ũi (i ∈ I)で生成されるものとして Lie代数L(A)1を構成し，これをAの退化組成
Lie代数とよぶ．また，L(A)Q1 := L(A)1 ⊗Z Q とおく．
定理 7.7 (Ringel). Lie代数の同型

n+ → L(A)Q1 , ei 7→ ũi

が存在する．

8. g, U(g), Uq(g)の実現
次に問題になるのは，正部分 n+だけでなく gの全体を実現することであるが，Peng-

Xiao [20, 21]は，Aの「ルート圏」をもちいて，この問題を解くことに成功した．
Db(A)で有限生成 A加群の有界複体のなす導来圏をあらわし，その shiftを T とお

く．Db(A)の自己同値関手 T 2による軌道圏R := Db(A)/〈T 2〉をAのルート圏とよぶ
（軌道圏の定義については，Keller [17]を参照）．ここで重要なことは，(i) Rは三角圏
であること，(ii) そこにおいては，T 2 = 1lが成り立っていること，および (iii) Rの直
既約対象全体のなす充満部分圏 indRに，自然な埋め込み ind A → indRがあって，対
象の集合として indR = ind A t T (ind A)が成り立っていることである．そこで，

L(R) :=


 ⊕

[X]∈[ind A]

Zu[X]


⊕ Zn ⊕


 ⊕

[X]∈[ind A]

Zu[TX]
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とおく．また，上の右辺の左の括弧内を，L(R)+，右の括弧内を L(R)− とおく．こ
のとき，補題 7.6と同様のことが成り立つため，三角圏の Hall数をもちいて Z([R]) =⊕

[X]∈[R] Zu[X] 上に定義した演算の交換子をL(R)+/(q−1)L(R)+上およびL(R)−/(q−
1)L(R)−上に定義できる．この演算に適当な演算を張り合わせると L(R)/(q − 1) :=
L(R)/(q− 1)L(R) が Lie代数になることが確かめられる（このブラケット積の正確な
定義と，Peng-Xiao [21]の間違いの訂正については，Hubery [13]を参照）．L(A)1の構
成法と同様にしてRの退化組成Lie代数L(R)1を構成し，L(R)Q1 := L(R)1⊗ZQ とお
く．また，前節と同様に，ũi := (u[SK

i ]), ṽi := (u[TSK
i ]) とおく．

定理 8.1 (Peng-Xiao [21]). Lie代数の同型

g → L(R)Q1 , ei 7→ ũi, fi 7→ −ṽi

が存在する．

注意 8.2. 残念ながら，三角圏のHall数をもちいてZ([R])上に定義した演算は，結合法
則を満たさない．そのため，上の方法では，U(g)は実現できない．

注意 8.3. CがDynkin型のときは，他の方法でもHall代数から gが実現されている．
それは，C を affine化した一般 Cartan行列 C(1)に対応する遺伝多元環 Ã から構成さ
れる Lie代数L(Ã)Q1 の商代数として実現する方法である．この場合，HZ(Ã)は結合代
数であるため，U(g)を実現することもできる．（詳しくは，[1, 2]を参照．）

注意 8.4. 最近 Toën [29]は，dg圏から Hall代数を構成している．これを用いると，
Db(A)から結合代数DH(A)を作ることができる．しかし，これがこの実現問題に有用
であるかどうかは，現在のところよく分からない．

現在では，さらに量子群 Uq̃(g)もHopf代数として，組成代数 C(A)を拡張した代数
（RR(A)の代わりに，{Kαu[X] | α ∈ ZI , [X] ∈ [mod A]} をR上の基底にとったものを
用いる．ただし，Kαは，αごとに異なる symbolである．）のDrinfeld doubleという形
で実現されている（Green [12], Ringel [26], Xiao [30], Sevenhant-Van den Bergh [28],
Deng-Xiao [4]等を参照）．
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